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中心势中的散射问题



弹性碰撞

• 中心势变成排斥相互作用。

• 两类客体：散射者和被散射者

若两个粒子在碰撞前后内部状态不
发生改变，则称为弹性碰撞。

弹性碰撞前后（两粒子距离远到相
互作用可忽略），总动能和总动量
守恒。
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排斥相互作用下的两体问题

• 约化为中心力场下的一体问题，约化质量。

• 角动量守恒，约化为二维平面运动。

• 转换到极坐标，角度和径坐标之间的依赖关系为

d𝜑
d𝑟

= ± 𝐽/𝑟2

√2𝑚[𝐸 − 𝑉eff(𝑟)]
.

𝑉eff(𝑟) = 𝑉 (𝑟) + 𝐽2

2𝑚𝑟2 .
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轨道求解

粒子在排斥势和吸引势下散射轨道的示意图

• 排斥势散射角和极坐标方位角之间的关系

𝜃 + 2𝜑𝑜 = 𝜋

𝜑0 = ∫
+∞

𝑟min

𝐽/𝑟2

√2𝑚[𝐸 − 𝑉eff(𝑟)]
d𝑟 .

• 采用无穷远处速度 𝑣∞ 和（横向）瞄准距离 𝑏 来表示运动常数 𝐸 和 𝐽 .
5 / 24



轨道求解

𝐸 = 1
2

𝑚𝑣2
∞, 𝐽 = 𝑚𝑏𝑣∞

• 保留 𝐸, 用 𝐸 和 𝑏 来表示 𝐽

𝐽 = 𝑚𝑏√(2𝐸)/𝑚 = 𝑏
√

2𝐸𝑚.

𝜑0 = ∫
+∞

𝑟min

𝑏
√

2𝐸𝑚/𝑟2

√2𝑚[𝐸 − 𝑉 (𝑟) − 𝐽2/(2𝑚𝑟2)]
d𝑟

= 𝑏 ∫
+∞

𝑟min

d𝑟
𝑟√𝑟2[1 − 𝑉 (𝑟)/𝐸] − 𝑏2

d𝑟

• 散射角

𝜃 = 𝜋 − 2𝜑0 = 𝜋 − 2𝑏 ∫
+∞

𝑟min

d𝑟
𝑟√𝑟2[1 − 𝑉 (𝑟)/𝐸] − 𝑏2

d𝑟
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总散射截面

• 散射截面是物理学中描述粒子间散射过程概率的一个重要概念，尤其在核物理、
粒子物理和量子力学中广泛应用。

• 设 𝐼  为入射粒子束的流强，代表单位时间通过单位面积的粒子数。

• 散射率 𝑆：单位时间发生的总的散射时间的数目

• 总散射截面 𝜎：单位时间发生的散射事件数目与入射粒子束流强 𝐼  的比值

𝑆 = 𝜎𝐼

• 它定量表示入射粒子与靶粒子发生相互作用的“有效面积”，单位为面积
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微分散射截面

• 微分散射截面：单位时间内散射到某个特定方位角
内的粒子数 d𝑆 与入射粒子束流强 𝐼  的比值

d𝑆 = 𝐼 d𝜎 ⟺ d𝑆
dΩ

= 𝐼 d𝜎
dΩ

• 微分散射截面：

d𝜎
dΩ

= 𝐼−1 d𝑆
dΩ

• 微分散射截面：d𝜎(𝜃,𝜙)
dΩ ，它反映将入射粒子散射到

某个特定方位角中的散射能力.

• 如何根据中心散射势场来理论求解微分散射截面？

r A

By Solid_Angle.png: Haade / *derivative work:
Habib.mhenni (talk) - Solid_Angle.png, CC BY-SA

3.0

d𝐴 = 𝑟2 dΩ
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微分散射截面

• 方位角：dΩ = sin 𝜃 d𝜃 d𝜙

• 因为散射是以入射粒子束中心轴对称
的，所以微分散射截面只会依赖于 𝜃.

• 可以将入射粒子流变为在宽度为 d𝑏
半径为 𝑏 的环面内的均匀分布。单位
时间的入射粒子数目为

𝑛 = 𝐼(2𝜋𝑏 d𝑏)

• 根据轨道方程，这些粒子被散射到
𝜃 = 𝜃(𝑏) 附近的 d𝜃 微分方位角

• 微分散射截面:

2𝜋𝑏 d𝑏 = − ∫
2𝜋

0

d𝜎
dΩ

sin(𝜃) d𝜃 d𝜙 = −2𝜋 d𝜎
dΩ

sin(𝜃) d𝜃

⟹ d𝜎
dΩ

= − 𝑏
sin(𝜃)

d𝑏
d𝜃
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第三章作业第 6题
（下下次课交）



小振动



关键问题：这类问题中如何选取广义坐标

主要结论：简正坐标

数学技术：矩阵对角化

物理系统：简谐振动、受迫振动、阻尼振动



小振动

• 小振动的模型非常普遍，适用于质点在稳定平衡位置附近的运动。

• 一维保守系统

𝐿 = 𝑇 − 𝑉

• 在平衡位置 𝑞0 附近势能的展开

𝑉 (𝑞) = 𝑉 (𝑞0)⏟
常数取零

+ 𝑉 ′(𝑞0)(𝑞 − 𝑞0)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
平衡位置为零

+ 1
2

𝑉 ″(𝑞0)(𝑞 − 𝑞0)2
⏟

x

+ 𝒪((𝑞 − 𝑞0)3)

• 稳定平衡位置：𝑘 ≡ 𝑉 ″(𝑞0) > 0.

• 总动能

𝑇 = 1
2

𝑎(𝑞) ̇𝑞2 ≈ 1
2

𝑎(𝑞0)⏟
≡𝑚

̇𝑥2
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一维简谐振子



一维简谐振子

• 质点在稳定平衡位置附近的一维运动的拉格朗日量等价于一维简谐振子

𝐿 = 1
2

𝑚 ̇𝑥2 − 1
2

𝑘𝑥2

• 运动方程

d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑥

= 𝜕𝐿
𝜕𝑥

⟺ ̈𝑥 + 𝜔2𝑥 = 0 其中 𝜔 = √ 𝑘
𝑚

• 二次齐次线性方程：通解、叠加、两个常数，

• 通解的三种表示常见的方法

𝑥(𝑡) = 𝑐0 cos 𝜔𝑡 + 𝑐1 sin 𝜔𝑡

其中 𝑐0 和 𝑐1 为两个实
数常数，由初始条件决
定。

𝑥(𝑡) = 𝑎 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

其中 𝐴 为振幅，𝜙 为初
始相位。

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒𝑖𝜔𝑡

取实部。 其中 𝑎 =
|𝑎|𝑒𝑖𝜙 为复振幅，𝜙 为初
始相位。

• 能量 𝐸 = 𝑇 + 𝑉 = 1
2𝑚 ̇𝑥2 + 1

2𝑘𝑥2 = 1
2𝑚𝜔2 |𝑎|2
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一维振子的解法

𝑚 ̈𝑥 + 𝑘𝑥 = 0

• 试探解 𝑥 = 𝑒𝑠𝑡 代入运动方程，可得

𝑚𝑠2 + 𝑘 = 0 ⟹ 𝑠 = ±𝑖√ 𝑘
𝑚

= ±𝑖𝜔

• 通解：表示成两个独立函数的任何线性叠加

𝑥 = 𝑐0𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑐1𝑒−𝑖𝜔𝑡

• 需要的是实数解：𝑥 = 𝑐0 cos(𝜔𝑡) + 𝑐1 sin(𝜔𝑡)

• 周期性问题用复数表示比较方便。如果是实数解，只考虑正频部分 𝑒𝑖𝜔𝑡 即可.

𝑥(𝑡) = |𝑎| 𝑒𝑖𝜙
⏟
复振幅𝑎

𝑒𝑖𝜔𝑡 ⟹
取实部

𝑥(𝑡) = |𝑎| cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

• 复表示下两个由初始条件决定的常数为 |𝑎| 和 𝜙.
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简谐振子运动图像
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受迫振子



受迫振子

• 时变外力场下质点的振动

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 − 𝑉𝑒

𝑉𝑒(𝑥, 𝑡) = 𝑉𝑒(0, 𝑡) + 𝑥f𝜕𝑈𝑒(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥

|
𝑥=0

拉格朗日量

𝐿 = 1
2

𝑚 ̇𝑥2 − 1
2

𝑘𝑥2 + 𝑥𝐹(𝑡)

其中 𝐹(𝑡) = −f𝜕𝑈𝑒(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥 |

𝑥=0
.

运动方程

̈𝑥 + 𝜔2𝑥 = 𝐹(𝑡)
𝑚

• 非齐次方程的通解可以表示为一个特解加上齐次方程的通解
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受迫振子

• 周期性驱动

𝐹(𝑡) = 𝑓 cos(Ω𝑡 + 𝛽) ⟶
复数化

𝑓𝑒𝑖𝛽𝑒𝑖Ω𝑡

的特解试探：𝑥 = 𝑏𝑒𝑖Ω𝑡 代入可得

𝑚(−Ω2 + 𝜔2)𝑏𝑒𝑖Ω𝑡 = 𝑓𝑒𝑖𝛽𝑒𝑖Ω𝑡

⇒ 𝑏 = 𝑓
𝑚(𝜔2 − Ω2)

𝑒𝑖𝛽.

• 通解的复数表示为

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑓
𝑚(𝜔2 − Ω2)

𝑒𝑖𝛽+𝑖Ω𝑡

• 问题：上述通解表示什么含义？
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受迫振子

当 Ω = 𝜔 时，上述特解不适用。 重选试探解 𝑥 = 𝑏𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡 代入可得

𝑏 = 𝑓𝑒𝑖𝛽

2𝑚𝜔𝑖
⟹复数表示 𝑥(𝑡) = −𝑖𝑓𝑡

2𝑚𝜔
𝑒𝑖𝜔𝑡

⟹取实数 𝑥(𝑡) = 𝑓𝑡
2𝑚𝜔

sin(𝜔𝑡 + 𝛽)

该特解（共振情况）的示意图：
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受迫振子

如何从非共振的情况过渡到共振情况？

• Ω ≠ 𝜔 时

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑓
𝑚(𝜔2 − Ω2)

𝑒𝑖𝛽+𝑖Ω𝑡

• Ω = 𝜔 时

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑖𝑓𝑡
2𝑚𝜔

𝑒𝑖𝜔𝑡+𝑖𝛽

• 改写非共振情况下的特解为

𝑥(𝑡) = 𝑎𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑓𝑒𝑖𝛽

𝑚(𝜔2 − Ω2)
(𝑒𝑖Ω𝑡 − 𝑒𝑖𝜔𝑡)

• 取极限 Ω → 𝜔 时，应用洛必达法则，第二项为

−𝑖𝑓𝑡
2𝑚𝜔

𝑒𝑖𝜔𝑡+𝑖𝛽

和共振情况下一样。
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阻尼振子



阻尼振子

阻尼（damping）是指任何振动系统在振动中，由于外界作用（如流体阻力、
摩擦力等）和/或系统本身固有的原因引起的振动幅度逐渐下降的特性，以及
此一特性的量化表征。

——维基百科

• 该情况下运动过程已不再是纯力学过程，不能将阻尼项直接写入拉格朗日量中。

• 比如，已知摩擦力 𝐹fr = −𝛼 ̇𝑥 下阻尼振子的运动方程为

𝑚 ̈𝑥 + 𝜆 ̇𝑥 + 𝑘𝑥 = 0

可以在欧拉-拉格朗日方程中广义力的地方将耗散力加入（教材 1.4节）。

d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑥𝑗

= 𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑗

− 𝜕𝑅
𝜕 ̇𝑥𝑗

其中 𝑅 = 1
2𝛼𝑖𝑗 ̇𝑥𝑖 ̇𝑥𝑗 被称为耗散函数。
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阻尼振子

d𝐸
d𝑡

= d
d𝑡

( ̇𝑥𝑖
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑥𝑖

− 𝐿)

= ̇𝑥𝑖(
d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑥𝑖

− 𝜕𝐿
𝜕𝑥𝑖

)

= − ̇𝑥𝑖
𝜕𝑅
𝜕 ̇𝑥𝑖

= −2𝑅
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阻尼振子的求解

𝑚 ̈𝑥 + 𝜆 ̇𝑥 + 𝑘𝑥 = 0 ⟹ ̈𝑥 + 2𝛾 ̇𝑥 + 𝜔0𝑥 = 0

其中 𝛾 ≔ 𝜆
2𝑚，𝜔0 ≔ √𝑘/𝑚

• 取试探解 𝑥 = 𝑒𝛼𝑡代入

𝛼2 + 2𝛾𝛼 + 𝜔0 = 0 ⟹ 𝛼 = −𝛾 ± √𝛾2 − 𝜔2
0

• 根据 𝛾 与 𝜔0 的大小关系，分为三种情况

• 过阻尼： 𝛾 > 𝜔0,

𝑥(𝑡) = 𝑐0𝑒−𝛾+𝑡 + 𝑐1𝑒−𝛾−𝑡

其中 𝛾± ≔ 𝛾 ± √𝛾2 − 𝜔2
0.

• 小阻尼：𝛾 < 𝜔0,

𝑥(𝑡) = 𝑐𝑒−𝛾𝑡 cos(𝜔𝑡 + 𝜙)

其中 𝜔 ≔ √𝜔2
0 − 𝛾2

• 临界阻尼：𝛾 = 𝜔0，两
个解简并，需要再找一
个解，验证 𝑡𝑒−𝜔0𝑡 也是
解

𝑥(𝑡) = (𝑎 + 𝑏𝑡)𝑒−𝜔0𝑡
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