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重点回顾



重点回顾

• 和时空相关的对称性及其守恒律

• 连续对称性和守恒律：诺特定律
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力学相似性：尺度变化



力学相似性

和对称性有所不同，力学相似性是指拉格朗日量乘以任何常数不会改变运动
方程。

可以利用这一点，无需求解有关运动方程就可以得到有关运动性质的结论。

• 空间和时间做不同的尺度变换：

𝒙𝑖 → 𝜆1𝒙𝑖, 𝑡 → 𝜆2𝑡 ⇒ 𝑣𝑖 → 𝜆1
𝜆2

𝑣𝑖 ⇒ 𝑇 → (𝜆1
𝜆2

)
2

𝑇

• 假设势能是坐标的齐次函数，满足

𝑈(𝜆1𝒙1, 𝜆1𝒙2,…, 𝜆1𝒙𝑁) = 𝜆𝑘
1𝑈(𝒙1, 𝒙2,…, 𝒙𝑁)

可以选择 𝜆2，让动能和势能有同样的标度因子，即：

(𝜆1
𝜆2

)
2

= 𝜆𝑘
1 ⇒ 𝜆2 = 𝜆1−𝑘

2
1 .
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力学相似性

两个相似轨道上的特征时间和特征尺度满足

𝜆2 = 𝜆1−𝑘
2

1 ⟹ 𝑡′

𝑡
= (𝑙′

𝑙
)

1−𝑘
2

著名例子：开普勒第三定律：各个行星绕太阳公转周期的平方及其椭圆轨道的半
长轴的立方成正比。

对应 𝑘 = −1.
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位力定理

位力定理（英语：Virial theorem，又称维里定理、均功定理）是力学中描述
稳定的多自由度孤立体系的总动能和总势能时间平均之间的数学关系。

如果力学体系在有限空间中运动，势能是坐标的齐次函数，则动能和势能的
时间平均值之间存在非常简单的关系。

函数 𝑓(𝑡) 的时间平均：

⟨𝑓⟩ ≡ lim
{𝜏→∞}

1
𝜏

∫
𝜏

0
𝑓(𝑡) d𝑡

数学工具：如果函数 𝑓(𝑡) 是某个有界函数 𝐹(𝑡) 对时间的全导数，则 𝑓(𝑡) 的时间
平均等于零，因为

⟨𝑓⟩ = lim
𝜏→∞

1
𝜏

∫
𝜏

0

d𝐹(𝑡)
d𝑡

d𝑡 = lim
𝜏→∞

𝐹(𝜏) − 𝐹(0)
𝜏

= 0.
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位力定理

2 𝑇 = ∑
𝑖

𝒑𝑖 ⋅ 𝒗𝑖 = d
d𝑡

∑
𝑖

𝒑𝑖 ⋅ 𝒙𝑖 − ∑
𝑖

̇𝒑𝑖 ⋅ 𝒙𝑖

• 对于经典系统：𝐿 = 𝑇 − 𝑈  来说， ̇𝒑𝑖 = − 𝜕𝑈
𝜕𝒙𝑖
，于是

2 𝑇 = d
d𝑡

∑
𝑖

𝒑𝑖 ⋅ 𝒙𝑖
⏟⏟⏟⏟⏟
假设有界

+ ∑
𝑖

𝒙𝑖 ⋅ 𝜕𝑈
𝜕𝒙𝑖

⟹ 2⟨𝑇⟩ = ⟨∑
𝑖

𝒙𝑖 ⋅ 𝜕𝑈
𝜕𝒙𝑖

⟩

• 如果 𝑈  是 𝒙𝑖 的 𝑘 次齐次函数，则有

𝒙𝑖 ⋅ 𝜕𝑈
𝜕𝒙𝑖

= 𝑘𝑈

• 系统的动能平均和势能平均之间存在着简单的比例关系：

2⟨𝑇 ⟩ = 𝑘⟨𝑈⟩.
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非惯性系的力学



非惯性系的力学

• 常见的非惯性系：直线加速系和旋转系，

• 场景：电梯，转盘

非惯性系的力学是指在非惯性系中研究物体的运动规律。

• 将非惯性参照系的运动分解为平动 𝑽 (𝑡) 和转动 𝛀(𝑡)

• 在 𝐾0 惯性参照系中，参照系 𝐾′ 相对于 𝐾0 以速度 𝑽 (𝑡) 平动

𝐿0 = 1
2
𝑚𝒗2

0 − 𝑈

•

• 两个参照系中速度的变换关系

𝒗0 = 𝒗′ + 𝑉 (𝑡)

• 参照系 𝐾′ 中的拉格朗日量为
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非惯性系的力学

𝐿′ = 1
2
𝑚𝒗′2 + 1

2
𝑚𝑽 (𝑡)2 + 𝑚𝒗′ ⋅ 𝑽 (𝑡) − 𝑈

• 拉格朗日量可以相差一个时间全微分项（时间积分不依赖运动轨道）

• 1
2𝑚𝑽 (𝑡)2 不依赖于动力学变量，总是可以视作某个时间函数的全微分，因此可
以去掉

• 第三项

𝑚𝒗′ ⋅ 𝑽 (𝑡) = d
d𝑡

[𝑚𝒙′ ⋅ 𝑽 (𝑡)] − 𝑚𝒙′ ⋅ 𝑾(𝑡)

其中 𝑾(𝑡) = d𝑽 (𝑡)
d𝑡  是平动加速度

• 再次去掉第三项中的时间全微分项

𝐿′ = 1
2
𝑚𝒗′2 − 𝑚𝒙′ ⋅ 𝑾(𝑡) − 𝑈

• 欧拉-拉格朗日方程
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非惯性系的力学

d
d𝑡

𝜕𝐿′

𝜕𝒗′ − 𝜕𝐿′

𝜕𝒙′ = 0 ⟹ 𝑚d𝒗′

d𝑡
= −𝑚𝑾(𝑡) − 𝜕𝑈(𝒙)

𝜕𝒙′

• 这就是在非惯性系中物体的运动方程， −𝑚𝑾(𝑡) 为该情况下的“惯性力”。
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旋转系

• 𝐾 系和𝐾′原点重合， 相对于 𝐾′ 以角速度 𝛀 旋转，𝒙 是 𝐾 系中的坐标，𝒗 是
𝐾 系中的速度。

• 与平动不同的是，此时的速度变换关系依赖于矢径（位置向量）

• 旋转系的速度变换关系

𝒗′ = 𝒗 + 𝛀 × 𝒙

• 𝐾′ 系中的拉格朗日量为

𝐿′ = 1
2
𝑚𝒗′2 − 𝑚𝑾(𝑡) ⋅ 𝒙′ − 𝑈

• 参照系 𝐾 中的拉格朗日量为

𝐿 = 1
2
𝑚(𝒗 + 𝛀 × 𝒙)2 − 𝑚𝑾(𝑡) ⋅ 𝒙 − 𝑈

= 1
2
𝑚𝒗2 + 𝑚𝒗 ⋅ 𝛀 × 𝒙 + 1

2
𝑚(𝛀 × 𝒙)2 − 𝑚𝑾(𝑡) ⋅ 𝒙 − 𝑈

• 广义动量
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旋转系

𝒑 = 𝜕𝐿
𝜕𝒗

= 𝑚𝒗 + 𝑚𝛀 × 𝒙

• 广义力

𝜕𝐿
𝜕𝒙

= 𝑚𝒗 × 𝛀 + 𝑚(𝛀 × 𝒙) × 𝛀 − 𝑚𝑾(𝑡) − 𝜕𝑈
𝜕𝒙

• 运动方程

𝑚d𝒗
d𝑡

= −𝜕𝑈
𝜕𝒙

− 𝑚𝑾(𝑡)

+𝑚(𝒙 × �̇�)

+2𝑚𝒗 × 𝛀
+𝑚𝛀 × (𝒙 × 𝛀)

• 惯性力：非匀速平动、非匀速转动、科里奥利力、惯性离心力
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第二章作业第 11题
（下周交）
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