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重点回顾



重点回顾

• 坐标 4矢量:

𝑥𝜇 = (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

• 时空坐标变换是洛伦兹变换:

𝑥′𝜇 = Λ𝜇
𝜈𝑥𝜈

• 时空间隔

d𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈 d𝑥𝜇 d𝑥𝜈 = d𝑥𝜇 d𝑥𝜇

• 协变 4矢量

d𝑥𝜇 = 𝑔𝜇𝜈 d𝑥𝜈

• 固有时:

d𝜏 = d𝑠 /𝑐

• 闵可夫斯基度规：

𝑔𝜇𝜈 =

(
((
((
((
1
−1

−1
−1)

))
))
))

• 推促/推进 Boost

(𝑥
′0

𝑥′1) = ( 𝛾
−𝛽𝛾

−𝛽𝛾
𝛾 )(𝑥

0

𝑥1)

𝛾 = 1
√1 − 𝑣2/𝑐2

𝛽 = 𝑣/𝑐
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相对论性自由粒子的作用量



相对论性自由粒子的作用量

在相对论时空观中，一个粒子运动的轨迹被称
为世界线。

相对论性自由粒子的作用量: 正比于自由
粒子的世界线长度

𝑆 = −𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎
d𝑠

• 一般选用时间 𝑡 来参数化世界线，即 𝒙(𝑡) 或 d𝑥𝜇 = (𝑐 d𝑡, d𝑥, d𝑦, d𝑧)。

• 可以变换坐标系，比如相对粒子静止的坐标系，此时 d𝑥𝜇 = (𝑐 d𝜏, 0, 0, 0)。

• 运动轨迹是真实的，坐标会变，但真实的运动轨迹不会变。

5 / 21



从作用量得到运动方程

两种得到运动方程的方法：

• 写出拉格朗日量，套用欧拉-拉格朗日方程

‣ 用 𝑡 来参数化运动轨迹

• 直接从最小作用量原理出发，用变分法导出运动方程

‣ 相当于用自身的长度来参数化（自然坐标系）

‣ 等价于用固有时 𝜏  来参数化运动轨迹
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方法 1：利用拉格朗日量

• 用 𝑡 来参数化世界线

d𝑠 =
√
𝑐2 d𝑡2 −d𝒙2 = 𝑐 d𝑡√1 − 𝒗2/𝑐2

• 作用量

𝑆 = −𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎
d𝑠 = ∫

𝑡2

𝑡1

𝐿(𝒙, 𝒗, 𝑡) d𝑡

相对论性自由粒子的拉格朗日量: 𝐿 = −𝑚𝑐2√1− 𝒗2/𝑐2.

• 广义动量正好是相对论性动量：

𝒑 = 𝜕𝐿
𝜕𝒗

= 𝛾𝑚𝒗.

• 欧拉-拉格朗日方程：

d𝒑
d𝑡

= 0
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四维协变形式的的最小作用量原理变分法

• 另一种导出运动方程的方法：用世界线的长度来参数化世界线，

• 等价于用固有时 d𝜏  来参数化世界线

• 细节：对 d𝑠 或 d𝜏  而不是 d𝑡 积分

0 = 𝛿𝑆 = −𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎
𝛿√𝑔𝜇𝜈 d𝑥𝜇 d𝑥𝜈

= −𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎

𝑔𝜇𝜈 𝛿(d𝑥𝜇 d𝑥𝜈)
2 d𝑠

= −𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎

𝑔𝜇𝜈 d𝑥𝜇 d 𝛿𝑥𝜈

d𝑠

= −𝑚𝑐𝑔𝜇𝜈 7
d𝑥𝜇

d𝑠
𝛿𝑥𝜈|

𝑏

𝑎

+𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎
𝑔𝜇𝜈

d2𝑥𝜇

d𝑠2
𝛿𝑥𝜈 d𝑠

= 𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎

d2𝑥𝜇

d𝑠2
𝛿𝑥𝜇 d𝑠

• 自由粒子的运动方程

d2𝑥𝜇

d𝑠2
= 0 for 𝜇 = 0, 1, 2, 3
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四维协变形式的的最小作用量原理变分法

• 利用固有时 d𝑠 = 𝑐 d𝜏，运动方程为

d2𝑥𝜇

d𝜏2
= 0 for 𝜇 = 0, 1, 2, 3

• 利用固有时 𝜏，4速度和 4动量为

𝑣𝜇 = d𝑥𝜇

d𝜏

• 固有时 𝜏  下的拉格朗日量（4速度的函数）

𝑆 = −𝑚𝑐∫√𝑔𝜇𝜈
d𝑥𝜇
d𝜏

d𝑥𝜈
d𝜏

d𝜏 ⟹ 𝐿 = −𝑚𝑐√𝑔𝜇𝜈𝑣𝜇𝑣𝜈
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粒子与外场的相互作用



粒子与标量场的相互作用

• 粒子和外场都需要满足洛伦兹协变性

• 场本身动力学的处理涉及到“场论”，因此只考虑相互作用项。

• 洛伦兹标量场：Φ(𝑥)

𝑆 = −𝑚𝑐∫𝑒Φ d𝑠

• 和自由粒子的情况类似，可以导出拉格朗日量，套用欧拉-拉格朗日方程。

• 或者利用最小作用量原理直接使用变分法导出运动方程。

• 为了运动方程具有洛伦兹协变性，需要考虑的是 4-矢量场

• 典型的例子是带电粒子在电磁场中的运动，受洛伦兹力 (高斯单位制)

d𝒑
d𝑡

= 𝑒(𝑬 + 𝒗
𝑐
×𝑩)
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粒子与标量场的相互作用

• 电磁四维势：𝐴𝜇 = (Φ,𝑨)，Φ 和 𝑨 都依赖于时空坐标

• 协变版本：𝐴𝜇 = (Φ,−𝑨)

• 总作用量：

𝑆 = −𝑚𝑐∫d𝑠−𝑒
𝑐
∫𝐴𝜇(𝑥) d𝑥𝜇

• 相互作用项

𝑆int = −𝑒
𝑐
∫𝐴𝜇 d𝑥𝜇

= −𝑒
𝑐
∫𝐴𝜇

d𝑥𝜇

d𝑡
d𝑡

= −𝑒
𝑐
∫[𝑐Φ − 𝒗 ⋅ 𝑨] d𝑡
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粒子与标量场的相互作用

• 拉格朗日量

𝐿int = −𝑒Φ + 𝑒
𝑐
𝒗 ⋅ 𝑨

𝐿free = −𝑚𝑐2√1− 𝒗2/𝑐2

• 粒子在电磁场中的广义动量 (正则动量，将会在量子力学中出现)

𝑷 = 𝜕𝐿
𝜕𝒗

= 𝛾𝑚𝒗 + 𝑒
𝑐
𝑨.

• 欧拉-拉格朗日方程：

d𝑷
d𝑡

= 𝜕𝐿
𝜕𝒙

d𝑷
d𝑡

= d𝒑
d𝑡

+ 𝑒
𝑐
d𝑨
d𝑡

= d𝒑
d𝑡

+ 𝑒
𝑐
(𝜕𝑨

𝜕𝑡
+ (𝒗 ⋅ 𝛁)𝑨)

𝜕𝐿
𝜕𝒙

= 𝛁(−𝑒Φ + 𝑒
𝑐
𝒗 ⋅ 𝑨) = −𝑒𝛁Φ+ 𝑒

𝑐
𝛁(𝒗 ⋅ 𝑨)

13 / 21



粒子与标量场的相互作用

• 利用电磁学方程、梯度和旋度的运算，可知上述运动方程等价于电磁学中洛伦
兹力下的带电粒子运动方程

d𝒑
d𝑡

= −𝑒𝛁Φ+ 𝑒
𝑐
𝛁(𝒗 ⋅ 𝑨) − 𝑒

𝑐
(𝜕𝑨

𝜕𝑡
+ (𝒗 ⋅ 𝛁)𝑨)

= 𝑒𝑬 + 𝑒
𝑐
𝒗 ×𝑩
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最小作用量原理及变分法

• 将时空间隔的长度作为粒子运动轨迹的参数：

𝛿𝑆int = −𝑒
𝑐
∫𝛿(𝐴𝜇 d𝑥𝜇) = −𝑒

𝑐
∫[(𝛿𝐴𝜇) d𝑥𝜇 +𝐴𝜇 𝛿(d𝑥𝜇)]

= −𝑒
𝑐
∫

[
[
[
[𝜕𝐴𝜇

𝜕𝑥𝜈
𝛿𝑥𝜈 d𝑥𝜇

d𝑠
+ 𝐴𝜇

d(𝛿𝑥𝜇)
d𝑠⏟⏟⏟⏟⏟

分部积分去掉边界项]
]
]
]
d𝑠

= −𝑒
𝑐
∫[

𝜕𝐴𝜇

𝜕𝑥𝜈
𝛿𝑥𝜈 d𝑥𝜇

d𝑠
−

d𝐴𝜇

d𝑠
𝛿𝑥𝜇]d𝑠

= −𝑒
𝑐
∫[

𝜕𝐴𝜇

𝜕𝑥𝜈
d𝑥𝜇

d𝑠
𝛿𝑥𝜈 −

𝜕𝐴𝜇

𝜕𝑥𝜈
d𝑥𝜈

d𝑠
𝛿𝑥𝜇]d𝑠

= −𝑒
𝑐
∫(𝜕𝐴𝜈

𝜕𝑥𝜇
−

𝜕𝐴𝜇

𝜕𝑥𝜈
)

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐹𝜇𝜈

d𝑥𝜈

d𝑠
𝛿𝑥𝜇 d𝑠
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最小作用量原理及变分法

• 应用最小作用量原理

𝛿𝑆free = 𝑚𝑐∫
𝑏

𝑎

d2𝑥𝜇

d𝑠2
𝛿𝑥𝜇 d𝑠

𝛿𝑆int = −𝑒
𝑐
∫𝐹𝜇𝜈

d𝑥𝜈

d𝑠
𝛿𝑥𝜇 d𝑠

𝛿𝑆 = 0 ⟺ 𝑚𝑐d
2𝑥𝜇

d𝑠2
− 𝑒

𝑐
𝐹𝜇𝜈

d𝑥𝜈

d𝑠
= 0

• 上述，得到了 4维形式的运动方程;
• 该方程的形式极具对称性。
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引力场

• 当有引力存在时，时空度规依赖于时空坐标，𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈(𝑥)。

• 质量为 𝑀  的天体，时空坐标用球坐标来表示

d𝑠2 = 𝑐2(1 − 2𝐺𝑀
𝑐2𝑟

)d𝑡2 +(1 − 2𝐺𝑀
𝑐2𝑟

)
−1

d𝑟2 +𝑟2 d𝜃2 +𝑟2 sin2 𝜃 d𝜑2
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非相对论极限



非相对论极限

• 低速：

𝒗2

𝑐2
≪ 1

• 自由项：

𝐿free = −𝑚𝑐2√1− 𝒗2/𝑐2 ≈ −𝑚𝑐2⏟
常数项可忽略

+ 1
2
𝑚𝒗2

⏟
非相对论性动能项

• 与标量场的相互作用项：Φ(𝒙) 是无量纲的，因此可取 Φ(𝒙) = 𝑉 (𝒙, 𝑡)/(𝑚𝑐2)。

𝑒Φ ≈ 1 + 𝑉 (𝒙, 𝑡)
𝑚𝑐2

.

𝑆int = −𝑚𝑐∫𝑒Φ(𝒙) d𝑠 = −𝑚𝑐2 ∫(1 + 𝑉
𝑚𝑐2

+…)(1 − 𝒗2

2𝑐2
+…)d𝑡

≈ −𝑚𝑐2 +∫(𝑇 − 𝑉 ) d𝑡
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非相对论极限

电磁场中的带电粒子的非相对论极限

• 拉格朗日量

𝐿int = −𝑒Φ + 𝑒
𝑐
𝒗 ⋅ 𝑨

𝐿free = −𝑚𝑐2√1− 𝒗2/𝑐2

• 只需要对自由项作非相对论近似即可。

• 对引力场也可以做非相对论近似，仍可以得到 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 .

• 在非相对论的近似（低速，弱场）下，𝐿 = 𝑇 − 𝑉  普遍出现。
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重点回顾

根据洛伦兹协变性写出相对论性的作用量后，有两种方法可得到运动方程：

• 写出拉格朗日量，套用欧拉-拉格朗日方程

• 直接应用最小作用量原理，用变分法导出运动方程
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（第 5周交）
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