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回顾



回顾

• 虚功原理

∑
𝑖

𝑭 𝑎
𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = 0

• 达朗贝尔原理

∑
𝑖

(𝑭 𝑎
𝑖 − 𝑚𝑖 ̇𝒗𝑖) · 𝛿𝒙𝑖 = 0

• 达朗贝尔原理在广义坐标下的形式

∑
𝑗

( d
d𝑡

𝜕𝑇
𝜕 ̇𝑞𝑗

− 𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑗

− 𝑄𝑗)𝛿𝑞𝑗 = 0

• 保守体系( 𝑭 𝑎
𝑖 = −𝜕𝑉 (𝒙)

𝜕𝒙𝑖
 )的欧拉-拉格朗日方程

∑
𝑗

( d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

− 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

)𝛿𝑞𝑗 = 0 with 𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) = 𝑇 − 𝑉

• 牛顿力学：用力来描述；vs 拉格朗日力学：用 𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) 函数来描述
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欧拉-拉格朗日方程和牛顿力学的等价性

例：一个质点在势能场 𝑉 (𝒙) 中运动，笛卡尔坐标下动能可以写为 𝑇 = 1
2𝑚𝒗2

牛顿力学： 拉格朗日力学：

𝑚 ̇𝒗 = −𝜕𝑉 (𝒙)
𝜕𝒙

⟹ d
d𝑡

𝜕𝑇 (𝒗)
𝜕𝒗

+ 𝜕𝑉 (𝒙)
𝜕𝒙

= 0

𝐿(𝒙, 𝒗) = 𝑇 (𝒗) − 𝑉 (𝒙),

d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝒗

− 𝜕𝐿
𝜕𝒙

= 0

“力” + 矢量分析 拉氏函数（能量量纲） + 导数
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拉格朗日力学的使用说明

对于约束问题，牛顿力学需要考虑约束力。而拉格朗日力学直接从广义坐标出发，
比较方便。

如何写出系统的运动方程？
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拉格朗日力学的使用说明

对于约束问题，牛顿力学需要考虑约束力。而拉格朗日力学直接从广义坐标出发，
比较方便。

如何写出系统的运动方程？

程序清单，分两步：

1. 通过分析约束条件，选择广义坐标；

2. 通过坐标替换，写出拉格朗日量（广义坐标和广义速度的函数）；

3. 写出欧拉-拉格朗日方程。
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小试身手

𝜑1

𝜑2

𝑚1

𝑚2

𝑙1

𝑙2

𝜑2 − 𝜑1

𝒖

𝒗1

位形空间明显 2个自由度，广义坐标 𝜑1, 𝜑2

𝐿(𝜑1, 𝜑2, �̇�1, �̇�2) = 𝑇 − 𝑉

𝒖 是 𝑚2 相对于 𝑚1 的速度，|𝒖| = 𝑙2 |�̇�2|.

𝑇 = 1
2
𝑚1𝑙21�̇�2

1 + 1
2
𝑚2(𝒖 + 𝒗1)

2

= 1
2
𝑚1𝑙21�̇�2

1

+1
2
𝑚2(𝑙22�̇�2

2 + 𝑙21�̇�2
1 + 2𝑙1𝑙2�̇�1�̇�2 cos(𝜑1 − 𝜑2))

𝑉 = −𝑚1𝑔𝑙1 cos 𝜑1 − 𝑚2𝑔(𝑙1 cos 𝜑1 + 𝑙2 cos 𝜑2)

代入欧拉-拉格朗日方程

d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕�̇�𝑗

− 𝜕𝐿
𝜕𝜑𝑗

= 0
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力学原理



力学原理

什么是力学原理？

牛顿力学： 拉格朗日力学：

𝑚 ̇𝒗 = −𝜕𝑉 (𝒙)
𝜕𝒙

d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕𝒗

− 𝜕𝐿
𝜕𝒙

= 0

“力” + 矢量分析 拉氏函数（能量量纲） + 导数

在牛顿力学中，力是运动的原因.

如何理解拉式量能决定运动方程？
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力学原理的重要性

• 如果只有 𝑭 = 𝑚𝒂，而没有万有引力公式，不可能
理解天体运动。

• 对于理解天体，运动规律、万有引力公式以及微积
分三者缺一不可

• 在牛顿力学中，运动规律是普遍性的，而力是特殊
性的

• 牛顿力学框架下，物理学理论的进展体现为对不同
力的发现和理解。如万有引力、电磁力、摩擦力。

爱因斯坦在《物理学的进化》中指出，研究对象从力转向场是物
理学进化的一个重要转折。

不同场（电磁场、引力场）演化的力学原理是什么？
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拉格朗日力学



拉格朗日力学

• 拉格朗日力学的好处不仅仅在于计算方便。

• 拉格朗日力学在现代物理学中的地位，源于最小作用量原理。

• 它为各类系统（包括场）提供了力学原理和运动规律的统一框架。

• 系统的特殊性通过作用量来体现。

• 作用量和对称性紧密相关，对称性决定了作用量的形式。

最小作用量原理：𝛿𝑆 = 0。

• 最小作用量原理可以导出欧拉-拉格朗日方程

• 作用量 𝑆 是连接两个位形之间可能路径的泛函。

𝑆[𝑞] = ∫
𝑡2

𝑡1

𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) d𝑡
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最小作用量原理

如果你站在童年的位置瞻望未来，你
会说你前途未卜，你会说你前途无
量；但要是你站在终点看你生命的轨
迹，你看到的只有一条路，你就只能
看到一条命定之路。不知道命运是什
么，才知道什么是命运。

—— 史铁生《务虚笔记》



泛函与变分

• 函数：𝑥 ↦ 𝑓(𝑥)，从实数到实数的映射.

• 泛函：𝑞 ↦ 𝑓[𝑞]，(𝑞 = 𝑞(𝑡)), “函数的函数”，从函数到实数的映
射.

‣ 函数的积分：

𝑞 ↦ ∫
𝑡2

𝑡1

𝑞(𝑡) d𝑡 .

‣ 曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的长度：

𝑓(𝑥) ↦ ∫
𝑥2

𝑥1

√1 + 𝑓 ′(𝑥)2 d𝑥

‣ 函数在定点的值：

𝑞(𝑡) ↦ 𝑞(𝑡0)

𝑡

𝑞(
𝑡)
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泛函与变分

（多元）函数的微分 泛函的变分

d𝑓 = ∑
𝑖

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

d𝑥𝑖 𝛿𝑆[𝑞] = ∫d𝑡 𝛿𝑆
𝛿𝑞(𝑡)

𝛿𝑞(𝑡)

偏导数 泛函导数

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

𝛿𝑆
𝛿𝑞(𝑡)

𝛿𝑞(𝑡) 表示在 𝑡 时刻函数 𝑞(𝑡) 的变化。

经典的变分问题：最速降线、悬垂线问题。
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泛函与变分

时间离散化下的对应关系

函数的全微分 d𝑓 = ∑
𝑖

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

d𝑥𝑖

泛函的变分 𝛿𝑆[𝑞] = ∫ d𝑡 𝛿𝑆
𝛿𝑞(𝑡) 𝛿𝑞(𝑡)

对 𝑆[𝑞] = ∫𝑡2
𝑡1

𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) d𝑡 时间离散化

d𝑆(𝑞0, 𝑞1, .., 𝑞𝑛) = ∑
𝑘

Δ𝑡𝑘𝐿(𝑞(𝑡𝑘), ̇𝑞(𝑡𝑘), 𝑡𝑘) = ∑
𝑘

Δ𝑡𝑘 M[
𝜕𝐿
𝜕𝑞

d𝑞 +𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞

d ̇𝑞]|
𝑡=𝑡𝑘

时间重新连续化

𝛿𝑆[𝑞] = ∫
𝑡2

𝑡1

d𝑡[𝜕𝐿
𝜕𝑞

𝛿𝑞 +𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞

𝛿 ̇𝑞] ⟺ 𝛿𝑆
𝛿𝑞(𝑡)

= 𝜕𝐿
𝜕𝑞

𝛿𝑞 +𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞

𝛿 ̇𝑞

如何处理 𝛿 ̇𝑞(𝑡) ？𝛿 ̇𝑞(𝑡) 并不独立于 𝛿𝑞(𝑡)，它被 𝛿𝑞(𝑡) 的前后时刻衔接所决定。
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泛函与变分

𝑡 𝑡 + d𝑡

𝛿𝑞(𝑡)

𝛿𝑞(𝑡 + d𝑡)

对于 𝑓(𝑞(𝑡), 𝑡) 形式函数的几种求导符号：

• 𝜕𝑓
𝜕𝑞：在每个 𝑡 上，将 𝑞 当作普通自变量来求偏导

• 𝜕𝑓
𝜕𝑡：把 𝑞 当作独立于 𝑡 的自变量，对 𝑡 求偏导

• d𝑓
d𝑡：在两个时刻 𝑓  的变化，需要考虑 𝑞 随时间变化

d𝑓
d𝑡

= 𝜕𝑓
𝜕𝑞

d𝑞
d𝑡

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑡

⇔ d𝑓 = 𝜕𝑓
𝜕𝑞

d𝑞 +𝜕𝑓
𝜕𝑡

d𝑡
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全微分和变分

• 全微分，考虑一个函数全部参数的变化（包括时间的变化）
• 重要性质: d(𝛿𝑓) = 𝛿(d𝑓)

d(𝛿𝑓) = 𝜕 𝛿𝑓
𝜕𝑞𝑗

d𝑞𝑗 +
𝜕 𝛿𝑓
𝜕𝑡

d𝑡

= 𝜕2𝑓
𝜕𝑞𝑗𝜕𝑞𝑘

𝛿𝑞𝑘 d𝑞𝑗 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑡𝜕𝑞𝑘
𝛿𝑞𝑘 d𝑡

= 𝜕
𝜕𝑞𝑘

( 𝜕𝑓
𝜕𝑞𝑗

d𝑞𝑗 +
𝜕𝑓
𝜕𝑡

d𝑡) 𝛿𝑞𝑘

= 𝛿(d𝑓)

‣ 例如： d
d𝑡 𝛿𝑞𝑗 = 𝛿 ̇𝑞𝑗 表明 ̇𝑞(𝑡) 的变分依赖于 𝑞(𝑡) 和 𝑞(𝑡 + d𝑡)
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最小作用量原理导出运动方程

• 时间 𝑡; 状态变量 𝑞𝑖, ̇𝑞𝑖

• 系统的动力学由拉格朗日量决定，它是广义坐标、广义速度和时间的函数。

• 作用量（action）是拉氏量对时间的定积分：

𝑆[𝑞] = ∫
𝑡2

𝑡1

𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) d𝑡 .

最小作用量原理导出运动方程：

𝛿𝑆 = 0 ⇒ 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖

− d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑖

= 0 ∀ 𝑖.

例子：牛顿力学有势能下的粒子： 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 = 1
2𝑚 ̇𝑞2 − 𝑉 (𝑞), 可得

𝑚 ̈𝑞 = −d𝑉 (𝑞)
d𝑞
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欧拉-拉格朗日方程的推导

0 = 𝛿𝑆[𝑞] = 𝛿 ∫
𝑡2

𝑡1

𝐿(𝒒, ̇𝒒, 𝑡) d𝑡

= ∫
𝑡2

𝑡1

(𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

𝛿𝑞𝑗 +
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

𝛿 ̇𝑞𝑗)d𝑡

= ∫
𝑡2

𝑡1

(𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

𝛿𝑞𝑗 +
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

d
d𝑡

𝛿𝑞𝑗)d𝑡

= ∑
𝑗

M 𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

𝛿𝑞𝑗|
𝑡2

𝑡1

+ ∫
𝑡2

𝑡1

[𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

− ( d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

)]𝛿𝑞𝑗(𝑡) d𝑡

= ∫
𝑡2

𝑡1

[𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

− ( d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

)]𝛿𝑞𝑗(𝑡) d𝑡

𝛿𝑆[𝑞] = 0 ⇔ 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

− d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

= 0,∀𝑗
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欧拉-拉格朗日方程的推导

𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

− d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

= 0, ∀𝑗

• 定义广义动量和广义力：

𝑝𝑗 ≡ d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

, 𝐹𝑗 = 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

• 可得“牛顿力学”形式

𝐹𝑗 =
d𝑝𝑗

d𝑡

• 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 = ∑𝑖(
1
2𝑚𝑖𝒗2

𝑖 − 𝑉𝑖(𝑥))，那么有 𝑚𝑖 ̇𝒗𝑖 = −𝛁𝑉𝑖.
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• 最小作用量原理 𝛿𝑆 = 0 可以导出运动方程
• 作用量是拉格朗日量的积分
• 运动学方程可以由非常简洁的拉格朗日量导出
• 例如Maxwell方程组可以由以下拉格朗日量导出

ℒ = − 1
4𝜇0

𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈

“It is a remarkable (and computationsall very valuable)
that this law can be obtained from a single function.”

— R. Penrose, “The Road to Reality”



拉格朗日力学的好处

• 在经典力学问题中和牛顿力学等价
• 对经典力学问题的处理更加简洁优美
• 更好地联系对称性和守恒律
• 基本原理具有更广泛的适用范围，能应用到经典
力学之外的物理领域



拉格朗日量的不唯一性

• 决定运动方程的是 𝛿𝑆[𝑞] 而不是 𝑆[𝑞] 本身

• 因此，𝑆[𝑞] 可以加上任何和 𝑞(𝑡) 无关的项

• 对应地，𝐿 可以加上任何函数的时间导数，d𝑓
d𝑡

∫
𝑡2

𝑡1

(𝐿 + d𝑓
d𝑡

)d𝑡 = ∫
𝑡2

𝑡1

𝐿d𝑡+M𝑓|𝑡=𝑡2 − M𝑓|𝑡=𝑡1

𝛿(M𝑓|𝑡=𝑡2) = 𝛿(M𝑓|𝑡=𝑡2) = 0
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拉格朗日量的可加性

两个独立的子系统：

𝐿 = 𝐿𝐴 + 𝐿𝐵

每一个独立部分的运动方程不可能包含另一部分相关的物理量。

每个拉格朗日量乘以常数，不影响运动方程。

对于自由粒子来说，可加性中相对的常数可归因于质量。
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拉格朗日量的构造

如何从第一性原理来构造拉格朗日量？

从相对性原理和时空对称性，针对一个自由粒子来开始构造。

𝐿(𝒙, 𝒗, 𝑡)

• 时空均匀性，𝐿 不依赖于 𝒙 和 𝑡.

• 空间各向同性，𝐿 不依赖于 𝒗 的方向.

• 因此，可写为 𝐿(𝒗) = �̃�(𝒗2)
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伽利略相对性原理

• 伽利略相对性原理，在另一个惯性参考系中，𝒙′ = 𝒙 + 𝑽 𝑡， 𝑡′ = 𝑡，运动方程
需要一样

• 根据最小作用量原理，不同惯性参考系下的拉格朗日量只能相差一项时空函数
𝑓(𝒙, 𝑡) 对时间的全导数.

• 为寻线索，不妨设 𝑽 = 𝜺 为无穷小量

d𝒙′

d𝑡
= d𝒙

d𝑡
+ 𝜺 ⇒ 𝒗′2 ≈ 𝒗2 + 2d𝒙

d𝑡
⋅ 𝜺

可以看出，𝐿 只能正比于 𝒗2, 记 𝐿 = 1
2𝑚𝒗2.

• 对于任意相对速度 𝑽  进行检查

𝐿(𝒗 + 𝑽 ) = 1
2
𝑚(𝒗2 + 2d𝒙

d𝑡
⋅ 𝑽 + 𝑽 2) = 𝐿(𝒗) + d

d𝑡
(2𝒙 ⋅ 𝑽 + 𝑽 2𝑡)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑓(𝒙,𝑡)

.
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