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课程考核与成绩评定方法

教材：刘川，《理论力学》，北京大学出版社
参考书：
• 高显，《经典力学》，科学出版社。更详细。
• 朗道，《力学》，高等教育出版社。经典著作。
• 王晓光，《理论力学及其专题分析》，科学出版社。专题分析。
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入门



请一半同学简单介绍下自己:



请剩下的同学用下面的句式介绍自己:

“我是这个教室里最_________的人”。



极值的视角

第二种介绍方法采用了“极值”的视角, 它有什么好处？

• 描述上一般比较简洁

• 关注对象的特殊性
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牛顿力学的问题

牛顿力学怎么了?

为什么需要其他形式的力学？
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牛顿力学的问题

牛顿力学怎么了?

为什么需要其他形式的力学？

• 历史上为什么需要？

• 现在为什么需要？

类似的思考：计算机，因特网，量子计算机
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牛顿力学

• 牛顿力学基于受力分析，可视为矢量力学。 通过描述质点每个时刻的受力，运
用

𝑚d𝒗
d𝑡

= 𝑭  和 𝒗(𝑡) = d𝒙
d𝑡

,

原则上可以求得每个质点的运动轨迹 𝒙(𝑡)。

• 在牛顿力学中，还定义了一些力学量，如质点的动能、动量和角动量：

𝑇 ≡ 1
2
𝑚𝑣2, 𝒑 ≡ 𝑚𝒗, 𝑱 ≡ 𝒙 × 𝒑.

这些力学量在牛顿力学中都可视为关于位置 𝒙 和速度 𝒗 的函数，而质量 𝑚 是常
数。
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牛顿力学

处理约束问题时，牛顿力学有点“钝”！

牛顿力学的问题

𝑭 = 𝑚𝒂

约束：𝑓(𝒙) = 0
m 

C 

N 

q 

f(x,y)=0 

• 牛顿力学需要指明所有的力，包括约束力。

• 约束力的作用是将位移向量约束在特定条件内。

• 约束力本身依赖于位置和主动力，处理起来比较棘手。
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约束与广义坐标



约束

为了求解约束问题，历史上发展了一系列利用“变分”的处理方法。

考虑在三维欧式空间中由 𝑁  个质点组成的系统（质点组）：

• 符号：质点 𝑖 的位置 𝒙𝑖，总的分量数为 3𝑁。

• 位形空间：由 𝒙 ≡ (𝒙1, 𝒙2, …, 𝒙𝑁) 组成的空间，维数为 3𝑁。

• 状态空间：由 (𝒙1, 𝒗1, …, 𝒙𝑁 , 𝒗𝑁) 组成的空间，维数为 6𝑁。
系统的动力学是状态的时间演化。

• 完整约束: 𝑓𝑚(𝒙, 𝑡) = 0 是对位形空间的直接限制。

• 还可以有其他约束，如速度约束、不等式形式的约束等。
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广义坐标和广义速度

• 假设存在 𝑘 个完整约束，实际位形空间的维数为 3𝑁 − 𝑘。

• 为了消除冗余，引入 3𝑁 − 𝑘 个相互独立的广义坐标 𝑞1, 𝑞2, …, 𝑞3𝑁−𝑘
‣ 例：平面单摆，一个角度就可描述允许的位形。

• 状态（位置矢量和速度）可以用广义坐标和广义速度来表示。

𝒙𝑖 = 𝒙𝑖(𝑞1, 𝑞2, …, 𝑞3𝑁−𝑘, 𝑡)

⇓

𝒗𝑖 ≡ d𝒙𝑖
d𝑡

= ∑
𝑗

𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

d𝑞𝑗

d𝑡
+ 𝜕𝒙𝑖

𝜕𝑡

⇓

𝒗𝑖 = �̇�𝑖 = ∑
𝑗

𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

̇𝑞𝑗 + 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑡
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虚位移

在约束问题中棘手的约束力问题，可以通过“虚位移”来处理。约束力和虚位移之
间往往存在着很强的联系。

• 虚位移是指系统在受到约束的情况下，位置
矢量的微小变化。

𝒙𝑖 = 𝒙𝑖(𝑞1, 𝑞2, …, 𝑞3𝑁−𝑘, 𝑡)
⇓

𝛿𝒙𝑖 = ∑
𝑗

𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

𝛿𝑞𝑗

• 无约束情况下 𝛿𝒙 的自由度为 3𝑁，由约束
情况下为 3𝑁 − 𝑘。

• 虚位移的自由度为 3𝑁 − 𝑘，与广义坐标的
自由度相同。

m 

C 

N 

q 

f(x,y)=0 
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（静力学）虚功原理

约束力的特殊性？如何利用特殊性？

考虑一个处于力学平衡，有约束的单质点。

约束力和虚位移垂直。

考虑一个处于力学平衡，有约束的力学体系。

• 质点 𝑖 受力 𝑭𝑖 = 𝑭 𝑎
𝑖 + 𝑭 𝑐

𝑖 , 其中 𝑭 𝑎
𝑖  表示主动力，𝑭 𝑐

𝑖  表示约束力。

• 虚功：力在虚位移下的做功，总虚功为 ∑𝑖 𝑭𝑖 ⋅ 𝛿𝒙𝑖

• 理想约束：如果系统所有质点所受约束力的总虚功为零，则称该系统的约束为
理想约束。
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（静力学）虚功原理

• 静力学平衡条件：𝑭𝑖 = 0.

• 从静力学平衡条件出发，结合理想约束的条件，可以得到虚功原理：

𝑭𝑖 = 0 ⇒ ∑
𝑖

𝑭𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = 0

⇓ ∑
𝑖

𝑭 𝑐
𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = 0

虚功原理:

∑
𝑖

𝑭 𝑎
𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = 0

虚功原理:
在理想约束下，一个物理系统处于静态平衡，当且仅当所有主动力的虚功之
总和为零。
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达朗贝尔原理

达朗贝尔 (d’Alembert)

• 达朗贝尔原理是虚功原理的推广，适用于
动力学系统。

• 惯性力：−𝑚𝑖 ̇𝒗𝑖

• 加上惯性力后，系统达到力学平衡

𝑭𝑖 − 𝑚 ̇𝒗𝑖 = 0

• 对于理想约束下的系统，达朗贝尔原理可
以写为

∑
𝑖

(𝑭 𝑎
𝑖 − 𝑚𝑖 ̇𝒗𝑖) · 𝛿𝒙𝑖 = 0

达朗贝尔原理:
理想约束系统所受主动力和惯性力的虚
功之和为零。
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广义坐标下的虚功定理

虚功可以通过广义坐标及作用其上的广义力来表示

∑𝑖 𝑭 𝑎
𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = 0

⇓

∑
𝑖,𝑗

𝑭 𝑎
𝑖 · 𝜕𝒙𝑖

𝜕𝑞𝑗
𝛿𝑞𝑗 = 0

⇓

∑
𝑗

𝑄𝑗𝛿𝑞𝑗 = 0

⇓

𝑄𝑗 = 0 ∀ 𝑗

• 虚位移变分（在同一时刻）：

𝛿𝒙𝑖 = ∑
𝑗

d𝒙𝑖
d𝑞𝑗

𝛿𝑞𝑗

• 广义力

𝑄𝑗 ≡ ∑
𝑖

𝑭 𝑎
𝑖 · 𝜕𝒙𝑖

𝜕𝑞𝑗

• 好处：消除了坐标冗余和约束力.

• 注意：不同 𝛿𝒙𝑖 是不独立的，但广义坐标是独立
的。因此有

𝑄𝑗 = 0 ∀ 𝑗
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广义坐标下的虚功定理

对比静态平衡的充要条件

原始 虚功定理 广义坐标下的虚功定理

𝑭 𝑎
𝑖 + 𝑭 𝑐

𝑖 = 0 ∀ 𝑖 ∑
𝑖

𝑭 𝑎
𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = 0 ∀ 𝑖 𝑄𝑗 = 0 ∀ 𝑗
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广义坐标下的达朗贝尔原理

• 动力学系统的达朗贝尔原理用广义坐标表示时还需要处理惯性力。

𝑚𝑖 ̇𝒗𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = ∑
𝑗

𝑚𝑖
d𝒗𝑖
d𝑡

· 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

𝛿𝑞𝑗

= ∑
𝑗

[ d
d𝑡

(𝑚𝑖𝒗𝑖 · 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

) − 𝑚𝑖𝒗𝑖 · d
d𝑡

𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

]𝛿𝑞𝑗

• 用广义坐标和广义速度来表示速度 𝒗𝑖，有

𝒗𝑖 ≡ d𝒙𝑖
d𝑡

= 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

̇𝑞𝑗 + 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑡

⇒ 𝜕𝒗𝑖
𝜕 ̇𝑞𝑗

= 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

.

利用 𝜕𝒗𝑖
𝜕 ̇𝑞𝑗

= 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

 和 𝑇 = 1
2 ∑𝑖 𝑚𝑖𝒗2

𝑖，有

∑
𝑖

𝑚𝑖𝒗𝑖 · 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

= ∑
𝑖

𝑚𝑖𝒗𝑖 · 𝜕𝒗𝑖
𝜕 ̇𝑞𝑗

= 𝜕𝑇
𝜕 ̇𝑞𝑗

,

∑
𝑖

𝑚𝑖𝒗𝑖 · d
d𝑡

𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

= ∑
𝑖

𝑚𝑖𝒗𝑖 · 𝜕𝒗𝑖
𝜕𝑞𝑗

= 𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑗
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广义坐标下的达朗贝尔原理

• 问题：为什么 d
d𝑡和

𝜕
𝜕𝑞𝑗
可以交换顺序？ （稍后解释）

• 注意：换到广义坐标和广义速度后，𝒗𝑖 是可能依赖于广义坐标的，如角度和切
向速度。

• 此时，动能也变成了广义坐标、广义速度和时间的函数：𝑇 = 𝑇(𝑞, ̇𝑞, 𝑡), 多个广
义坐标自动扩充

∑
𝑖

𝑚𝑖 ̇𝒗𝑖 · 𝛿𝒙𝑖 = ∑
𝑖,𝑗

[ d
d𝑡

(𝑚𝑖𝒗𝑖 · 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

) − 𝑚𝑖𝒗𝑖 · d
d𝑡

𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

] 𝛿𝑞𝑗

= ∑
𝑗

( d
d𝑡

𝜕𝑇
𝜕 ̇𝑞𝑗

− 𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑗

) 𝛿𝑞𝑗 = 0
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广义坐标下的达朗贝尔原理

达朗贝尔原理

∑
𝑖

(𝑭 𝑎
𝑖 − 𝑚𝑖 ̇𝒗𝑖) ⋅ 𝛿𝒙𝑖 = 0

⇔ ∑
𝑗

( d
d𝑡

𝜕𝑇
𝜕 ̇𝑞𝑗

− 𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑗

− 𝑄𝑗) 𝛿𝑞𝑗 = 0

其中 𝑄𝑗 = ∑𝑖 𝑭 𝑎
𝑖 ⋅ 𝜕𝒙𝑖

𝜕𝑞𝑗
 为广义力的定义.

• 假设 𝑭 𝑎
𝑖 = − 𝜕𝑉

𝜕𝒙𝑖
，𝑉  只依赖于坐标，那么有

𝑄𝑗 = ∑
𝑖

𝑭 𝑎
𝑖 ⋅ 𝜕𝒙𝑖

𝜕𝑞𝑗
= − ∑

𝑖

𝜕𝑉
𝜕𝒙𝑖

⋅ 𝜕𝒙𝑖
𝜕𝑞𝑗

= −𝜕𝑉
𝜕𝑞𝑗

∑
𝑗

( d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

− 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

) 𝛿𝑞𝑗 = 0 with 𝐿 = 𝑇 − 𝑉

• 能量观
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∑
𝑗

( d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑗

− 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑗

) 𝛿𝑞𝑗 = 0 with 𝐿 = 𝑇 − 𝑉

只用一个 𝐿 函数就能描述系统的动力学。

“大道至简”
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