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哈密顿-雅可比方程



哈密顿-雅可比方程

• 哈密顿-雅可比方法是通过正则变换令哈密顿量变为零，新正则坐标都为常数，
没有时间演化。

• 出发点：特殊的正则变换使新哈密顿量 𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝐺
𝜕𝑡  变得最简单（𝐾 = 0）.

𝐾 = 0 ⟹ 𝑄̇ = ̇𝑃 = 0.

• 这样的一个正则变换也是动力学的一种等效表达。
• 演化是正则变换，正则变换也可以作为动力学的等效表达。
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正则变换复习

四类正则变换

生成函数 变换关系 简单示例

𝐺 = 𝐺1(𝑞, 𝑄, 𝑡) 𝑝𝑖 = 𝜕𝐺1
𝜕𝑞𝑖

𝑃𝑖 = −𝜕𝐺1
𝜕𝑄𝑖

𝐺1 = 𝑞𝑖𝑄𝑖 𝑄𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑃𝑖 = −𝑞𝑖

𝐺 = 𝐺2(𝑞, 𝑃 , 𝑡) − 𝑄𝑃 𝑝𝑖 = 𝜕𝐺2
𝜕𝑞𝑖

𝑄𝑖 = 𝜕𝐺2
𝜕𝑃𝑖

𝐺2 = 𝑞𝑖𝑃𝑖 𝑄𝑖 = 𝑞𝑖, 𝑃𝑖 = 𝑝𝑖

𝐺 = 𝐺3(𝑝, 𝑄, 𝑡) + 𝑞𝑝 𝑞𝑖 = −𝜕𝐺3
𝜕𝑝𝑖

𝑃𝑖 = −𝜕𝐺3
𝜕𝑄𝑖

𝐺3 = 𝑝𝑖𝑄𝑖 𝑄𝑖 = −𝑞𝑖, 𝑃𝑖 = −𝑝𝑖

𝐺 = 𝐺4(𝑝, 𝑃 , 𝑡) +
𝑞𝑝 − 𝑄𝑃

𝑞𝑖 = −𝜕𝐺4
𝜕𝑝𝑖

𝑄𝑖 = 𝜕𝐺4
𝜕𝑃𝑖

𝐺4 = 𝑝𝑖𝑃𝑖 𝑄𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑃𝑖 = −𝑞𝑖

𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝐺
𝜕𝑡
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哈密顿-雅可比方程

什么样的正则变换能使 𝐾 = 0 ？

这样的正则变换等价于动力学方程本身。

• 手段：选用第二型生成函数 𝐺2 = 𝑆(𝑞, 𝑃 , 𝑡)，有

𝑝 = 𝜕𝑆
𝜕𝑞

, 𝑄 = 𝜕𝑆
𝜕𝑃

, 𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝑆
𝜕𝑡

.

• 要求新哈密顿量为零，可得

𝐾 = 0 ⟹ 𝐻(𝑞, 𝜕𝑆(𝑞, 𝑃 , 𝑡)
𝜕𝑞

, 𝑡) + 𝜕𝑆(𝑞, 𝑃 , 𝑡)
𝜕𝑡

= 0.
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哈密顿-雅可比方程

哈密顿-雅可比方程：

𝐻(𝑞, 𝜕𝑆(𝑞, 𝑃 , 𝑡)
𝜕𝑞

, 𝑡) + 𝜕𝑆(𝑞, 𝑃 , 𝑡)
𝜕𝑡

= 0.

是关于哈密顿主函数 𝑆 的偏微分方程。

哈密顿-雅可比方程的好处是可以将偏微分方程解的常数和守恒量联系起来。

• 在新坐标中，𝑃  是常数！ 从哈密顿-雅可比方程

𝐻(𝑞, 𝜕𝑆
𝜕𝑞

, 𝑡) + 𝜕𝑆
𝜕𝑡

= 0

解出满足条件的 𝑆 = 𝑓(𝑞1, …, 𝑞𝑠, 𝑡; 𝛼1, …, 𝛼𝑠) + 𝑐，其中 𝛼𝑖 和 𝑐 是常数。 相加形
式的常数 𝑐 可以被略去。

• 将 𝛼𝑖 作为新的广义动量 𝑃，求出新的坐标 𝑄𝑖 = 𝜕𝑆
𝜕𝛼𝑖
。从含时坐标变换中可以反

推出 𝑞(𝑡) 和 𝑝(𝑡) 的表达式。
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哈密顿-雅可比方程

哈密顿-雅可比方程的好处是可以通过分离变量法来直接求守恒量。

如果哈密顿量不含时，那么能量守恒，选

𝑆 = 𝑊(𝑞) − 𝑓(𝑡)

(分离变量 𝑞 和 𝑡)，哈密顿-雅可比方程变为

𝐻(𝑞, 𝜕𝑊
𝜕𝑞

, 𝑡) = d𝑓(𝑡)
d𝑡

左边含 𝑞 右边含 𝑡，因此只能等于某个常数 𝐸，𝑓(𝑡) = 𝐸𝑡.

𝐻(𝑞, 𝜕𝑊
𝜕𝑞

) = 𝐸

这里的 𝑊(𝑞) 被称为哈密顿特征函数（Hamilton's characteristic function）.
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一般的分离变量法

如果某一个广义坐标和它的正则共轭动量（假设是 𝑞1 和 𝑝1）只出现在一个和其他
变量无关的组合 𝜑(𝑞1, 𝑝1) 中，那么就可以将 𝜑 作为一个组合用其他变量表示，从
而将 (𝑞1, 𝑝1) 和其他的变量。

• 此时，

𝑊(𝑞) = 𝑊1(𝑞1) + 𝑊 ′(𝑞2, …𝑞𝑛)
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例：简谐振子

𝐻 = 𝑝2

2𝑚
+ 𝑚𝜔2𝑞2

2

不含时的哈密顿-雅可比方程为

1
2𝑚

(𝜕𝑊
𝜕𝑞

)
2

+ 𝑚𝜔2𝑞2

2
= 𝐸

解为

𝑊(𝑞) = ∫ √2𝑚(𝐸 − 𝑚𝜔2𝑞2

2
) d𝑞

• 特征函数里面的积分如果比较复杂，可以先保留。 为什么？
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例：简谐振子

• 新动量 𝑃 = 𝐸，新坐标为

𝑡0 ≡ 𝑄 = 𝜕𝑆
𝜕𝐸

= ∫ √
𝑚

2𝐸 − 𝑚𝜔2𝑞2 d𝑞 −𝑡

= 1
𝜔

arcsin(𝑞√𝑚𝜔2

2𝐸
) − 𝑡

从中可以反解 𝑞(𝑡) 和 𝑝(𝑡) 的表达式：

𝑞(𝑡) = √ 2𝐸
𝑚𝜔2 sin(𝜔(𝑡 + 𝑡0)),

𝑝(𝑡) =
√

2𝑚𝐸 cos(𝜔(𝑡 + 𝑡0))

其中 𝐸, 𝑡0 由初始条件确定。
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例：开普勒问题

𝐻 = 1
2𝑚

(𝑝2
𝑟 + 𝑝2

𝜃
𝑟2 ) + 𝑉 (𝑟)

不含时的哈密顿-雅可比方程为

1
2𝑚

((𝜕𝑊
𝜕𝑟

)
2

+ 1
𝑟2 (𝜕𝑊

𝜕𝜃
)

2

) + 𝑉 (𝑟) = 𝐸

• 因为哈密顿量不依赖 𝜃，因此可以引入守恒量 𝜕𝑊
𝜕𝜃 = 𝐽。

• 分离变量法，假设

𝑊(𝑟, 𝜃) = 𝑊1(𝑟) + 𝑊2(𝜃)

• 代入哈密顿-雅可比方程，得到

𝑟2(𝜕𝑊1
𝜕𝑟

)
2

+ 2𝑚𝑟2[𝑉 (𝑟) − 𝐸] = −(𝜕𝑊2
𝜕𝜃

)
2

= −𝐽2
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例：开普勒问题

⟹ 𝜕𝑊2
𝜕𝜃

= 𝐽, 𝑟2(𝜕𝑊1
𝜕𝑟

)
2

+ 2𝑚𝑟2[𝑉 (𝑟) − 𝐸] = −𝐽2

• 积分后给出

𝑊2 = 𝐽𝜃, 𝑊1 = ∫
𝑟
√2𝑚[𝐸 − 𝑉 (𝑟′)] − 𝐽2

𝑟′2 d𝑟′

• 正则变换： (𝑟, 𝜃, 𝑝𝑟, 𝑝𝜃) → (𝑄1, 𝑄2, 𝑃1, 𝑃2) ≡ (𝑡0, 𝜃0, 𝐸, 𝐽):

𝑄1 = 𝜕𝑆
𝜕𝐸

= ∫ d𝑟 𝑚
√2𝑚[𝐸 − 𝑉 (𝑟)] − 𝐽2

𝑟2

− 𝑡

𝑄2 = 𝜕𝑆
𝜕𝐽

= 𝜃 − ∫ d𝑟 𝐽/𝑟2

√2𝑚[𝐸 − 𝑉 (𝑟)] − 𝐽2

𝑟2

• 从 ̇𝑄1 = ̇𝑄2 = 0 可以得出 d𝑟
d𝑡  和 d𝜃

d𝑡  的表达式，和中心力场部分得到的结果一致。
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例：均匀磁场中的带电粒子

𝐻 =
( ⃗𝑝 − 𝑒 ⃗𝐴)

2

2𝑚

其中 ⃗𝐴 是矢量势， ⃗𝑝 是正则动量。

选取规范： ⃗𝐴 = (0, 𝐵𝑥, 0)，验证 𝐵⃗ = 𝛁 × ⃗𝐴 = 𝐵𝒛.

𝐻 =
𝑝2

𝑥 + (𝑝𝑦 − 𝑒𝐵𝑥)2 + 𝑝2
𝑧

2𝑚

不含时的哈密顿-雅可比方程为

1
2𝑚

(𝜕𝑊
𝜕𝑥

)
2

+ 1
2𝑚

(𝜕𝑊
𝜕𝑦

− 𝑒𝐵𝑥)
2

+ 1
2𝑚

(𝜕𝑊
𝜕𝑧

)
2

= 𝐸

注意 𝑦 和 𝑧 是循环坐标，可分离变量。设

𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑊1(𝑥) + 𝑊2(𝑦) + 𝑊3(𝑧)

代入哈密顿-雅可比方程，得到
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例：均匀磁场中的带电粒子

1
2𝑚

(𝜕𝑊1
𝜕𝑥

)
2

+ 1
2𝑚

(𝜕𝑊2
𝜕𝑦

− 𝑒𝐵𝑥)
2

+ 1
2𝑚

(𝜕𝑊3
𝜕𝑧

)
2

= 𝐸

守恒量 𝐸, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧:

𝑊1(𝑥) = ∫ √2𝑚𝐸 − 𝑝2
𝑧 − (𝑝𝑦 − 𝑒𝐵𝑥)2 d𝑥

𝑊2(𝑦) = 𝑝𝑦𝑦,

𝑊3(𝑧) = 𝑝𝑧𝑧
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哈密顿主函数和作用量的关系



哈密顿主函数和作用量的关系

𝐻(𝑞, 𝜕𝑆
𝜕𝑞

, 𝑡) + 𝜕𝑆
𝜕𝑡

= 0

由于 𝐾 = 0, 𝑆(𝑞, 𝑃 , 𝑡) 中的 𝑃  是常数，因此

d𝑆 = 𝜕𝑆
𝜕𝑞𝑖

d𝑞𝑖 +𝜕𝑆
𝜕𝑡

d𝑡

= 𝑝𝑖 d𝑞𝑖 −𝐻 d𝑡
= (𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 − 𝐻) d𝑡
= 𝐿 d𝑡

注意：d𝑆 的全微分中没有 d𝑃  是因为 𝑃  是常数，而这个结论利用了新坐标下的运
动方程。

𝑆 是沿着运动方程积分的作用量。

𝑆 = ∫ 𝐿 d𝑡 + constant
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莫佩尔蒂（Maupertuis）原理



莫佩尔蒂（Maupertuis）原理

𝑆[𝑞(𝑡)] = ∫
𝑡2

𝑡1

(𝑝𝑖 d𝑞𝑖 −𝐻 d𝑡)

• 如果拉格朗日量或者哈密顿量不显含时间，那么能量 𝐸 守恒.
• 莫佩尔蒂（Maupertuis）原理考虑的轨迹限制在所有能量守恒的轨迹。在此限
制下，作用量为：

𝑆[𝑞] = ∫
𝑞2

𝑞1

𝑝𝑖 d𝑞𝑖
⏟⏟⏟⏟⏟
简约作用量 𝑆0

− 𝐸𝑡 + constant⏟
常数可省

• 简约作用量（Abbreviated action） 𝑆0[𝑞]: 是所有起点和终点固定的能量守恒轨
迹的作用量。

• 对于能量守恒的系统来说，莫佩尔蒂（Maupertuis）原理: 𝛿𝑆0 = 0 ⟹
运动方程。
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莫佩尔蒂（Maupertuis）原理

莫佩尔蒂（Maupertuis）原理的应用：

𝐿 = 1
2
𝑀𝑖𝑗(𝑞) ̇𝑞𝑖 ̇𝑞𝑗 − 𝑈(𝑞) ⟹ 𝑝𝑖 = 𝑀𝑖𝑗 ̇𝑞𝑗

利用能量守恒, 有

d𝑡 = √𝑀𝑖𝑗 d𝑞𝑖 d𝑞𝑗

2(𝐸 − 𝑈)
= √ 1

2(𝐸 − 𝑈)
dℓ

𝑝𝑖 d𝑞𝑖 = 𝑀𝑖𝑗
d𝑞𝑗

d𝑡
d𝑞𝑖 = √2(𝐸 − 𝑈)

𝑀𝑖𝑗 d𝑞𝑖 d𝑞𝑗

dℓ
= √2(𝐸 − 𝑈) dℓ

𝑆0 = ∫ 𝑝𝑖 d𝑞𝑖 = ∫ √2(𝐸 − 𝑈) dℓ

自由粒子（𝑈 = 0），连接两端点的轨道是测地线 （𝛿 ∫ dℓ = 0）。

19 / 26



“作用-角度”变量



“作用-角度”变量

对周期性系统，可以通过“作用-角度”变量，不需要先解析运动方程，就能够求得
振动或旋转的频率。

• 振动：相流是椭圆。
• 旋转：相流周期性重复（或者对坐标引入周期性条件）。

是否可以通过正则变换将哈密顿量变为只依赖广义动量的函数？
如果可以，那么新的正则坐标都是循环变量。

(𝑞, 𝑝) ⟶ (𝜃, 𝐽) such that 𝐻 = 𝐻(𝐽)

̇𝜃𝑖 = 𝜕𝐻
𝜕𝐽𝑖

≕ 𝜔𝑖,

̇𝐽𝑖 = −𝜕𝐻
𝜕𝜃𝑖

= 0.

• 作用量和角动量的量纲是一样的。
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“作用-角度”变量

关键问题：如何找到这样的正则变换？

从单自由度系统开始找线索。

• 因为 𝐽  是守恒量，角度变量有 2𝜋 周期性，于是有

𝐽 = 1
2𝜋

∮ 𝐽 d𝜃

• 坐标变化下，相空间的面积保持不变

d𝐽 d𝜃 = det(𝑀) d𝑝 d𝑞,

其中 𝑀  是正则变换的雅可比矩阵。

• 正则变换下，

𝑀𝖳𝜔𝑀 = 𝜔 ⟹ det(𝑀) = 1

于是，

𝐽 = 1
2𝜋

∮ 𝑝 d𝑞
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“作用-角度”变量

考虑一个简谐振子，哈密顿量为

𝐻 = 𝑝2

2
𝑚 + 𝑚𝜔2 𝑞2

2
.

哈密顿方程：

̇𝑞 = 𝑝
𝑚

, ̇𝑝 = −𝑚𝜔2𝑞.

哈密顿方程的解可以被表示为

𝑞(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜑), 𝑝(𝑡) = −𝐴𝑚𝜔 sin(𝜔𝑡 + 𝜑).

其相流是椭圆。

做受限正则变换 (𝑞, 𝑝) → (𝜃, 𝐼):

𝑞 = √ 2𝐼
𝑚𝜔

sin 𝜃, 𝑝 =
√

2𝐼𝑚𝜔 cos 𝜃.
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“作用-角度”变量

快速验证这是一个正则变换的两种方法：
1. 保持泊松括号不变：

[𝑞, 𝑝]𝜃,𝐼 = 𝜕𝑞
𝜕𝜃

𝜕𝑝
𝜕𝐼

− 𝜕𝑞
𝜕𝐼

𝜕𝑝
𝜕𝜃

= 1.

2. 雅可比行列式是辛矩阵

新的哈密顿量为

𝐻 = 𝜔𝐼

新的哈密顿方程为

̇𝜃 = 𝜔, ̇𝐼 = 0.

新的相流是直线，𝐼  是常数，𝜃 是循环变量。

对于什么样的系统，可以做到这一点？
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“作用-角度”变量
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对于什么样的系统，可以做到这一点？

可积系统
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可积系统

• 作用-角变量是通过正则变换令哈密顿量变为只是广义动量 𝑃  的函数，因此新正
则坐标下 𝑄 都是循环变量。在相图中，相流被拉直。

• 并非对于所有系统都可以做到。
• 可积系统可以做到！

并非所有系统都是可积系统
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预祝你考试取得好成绩！
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