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正则变换



拉格朗日力学：广义坐标

哈密顿力学：坐标和动量是平等的独立变量

坐标变换能被扩展到相空间



正则变换

拉格朗日力学
• 新旧坐标变换：𝑄𝑖 = 𝑄𝑖(𝑞, 𝑡)
• 将拉格朗日量用新坐标表示
• 新坐标下的欧拉-拉格朗日方程和哈密顿方程仍然成立

哈密顿力学
• 推广的独立变量变换——相空间中的坐标变换

𝑄𝑖 = 𝑄𝑖(𝑞, 𝑝, 𝑡), 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖(𝑞, 𝑝, 𝑡)  或 𝜉𝛼 ↦ 𝜂𝛼(𝜉, 𝑡)

• 是否能有一个新变量的哈密顿量 𝐾(𝑄, 𝑃 , 𝑡) 使得

�̇�𝑖 = 𝜕𝐾
𝜕𝑃𝑖

, ̇𝑃𝑖 = − 𝜕𝐾
𝜕𝑄𝑖

• 满足上述条件的变换被称为正则变换。
• 问题：什么样的变换 (𝑞, 𝑝, 𝐻) → (𝑄, 𝑃 , 𝐾) 能正则方程形式不变？
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正则变换条件

• 如何找到正则变换？ 以最小作用量原理为桥梁

𝑆[𝑞; 𝑡0, 𝑡1] = ∫
𝑡1

𝑡0

(𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 − 𝐻) d𝑡 = ∫
𝑡1

𝑡0

(𝑝𝑖 d𝑞𝑖 −𝐻 d𝑡)

𝛿𝑆 = 0 ⟺运动方程

𝛿 ∫
𝑡1

𝑡0

[𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 − 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡)] d𝑡 = 0 = 𝛿 ∫
𝑡1

𝑡0

[𝑃𝑖�̇�𝑖 − 𝐾(𝑄, 𝑃 , 𝑡)] d𝑡

• 拉格朗日量相差一个时间全微分项不影响 𝛿𝑆，从而不影响运动方程形式。
• 由此可得条件

𝜆[𝑝 ̇𝑞 − 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡)] = 𝑃�̇� − 𝐾(𝑄, 𝑃 , 𝑡) + d𝐺
d𝑡

• 𝜆 = 1：正则变换（canonical transformations）
• 𝜆 ≠ 1：扩展正则变换（extended canonical transformations）。一般不考虑
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正则变换的生成函数

正则变换条件

𝑝 ̇𝑞 − 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡) = 𝑃�̇� − 𝐾(𝑄, 𝑃 , 𝑡) + d𝐺
d𝑡

• 𝐺 的微分形式为

⟹ d𝐺 = 𝑝𝑖 d𝑞𝑖 −𝑃𝑖 d𝑄𝑖 +(𝐾 − 𝐻) d𝑡

• 上述微分意味着如果 𝐺 的自变量为 (𝑞, 𝑄, 𝑡)，即 𝐺 = 𝐺1(𝑞, 𝑄, 𝑡)，正则变换关系
为

𝑝𝑖 = 𝜕𝐺1
𝜕𝑞𝑖

, 𝑃𝑖 = −𝜕𝐺1
𝜕𝑄𝑖

, 𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝐺1
𝜕𝑡

• 𝐺 被称为正则变换的生成函数，给出新旧正则坐标的变换关系
• 例：

𝐺(𝑞, 𝑄) = 𝑞𝑖𝑄𝑖

⟹ 𝑝𝑖 = 𝑄𝑖, 𝑃𝑖 = −𝑞𝑖, 𝐾 = 𝐻(−𝑃𝑖, 𝑄𝑖)
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正则变换的生成函数

• 𝐺 还可以选择其他变量。
• 例：利用正则变换条件和勒让德变换，

d𝐺 = 𝑝𝑖 d𝑞𝑖 −𝑃𝑖 d𝑄𝑖 +(𝐾 − 𝐻) d𝑡
⟹ d(𝐺 + 𝑄𝑖𝑃𝑖) = 𝑝𝑖 d𝑞𝑖 +𝑄𝑖 d𝑃𝑖 +(𝐾 − 𝐻) d𝑡

• 如果 𝐺2(𝑞, 𝑃 , 𝑡) = 𝐺 − 𝑄𝑖𝑃𝑖 是 (𝑄, 𝑃 , 𝑡) 的函数, 那么

d𝐺2(𝑞, 𝑃 , 𝑡) = 𝑝𝑖 d𝑞𝑖 +𝑄𝑖 d𝑃𝑖 +(𝐾 − 𝐻) d𝑡

⟹ 𝑝𝑖 = 𝜕𝐺2
𝜕𝑞𝑖

, 𝑄𝑖 = 𝜕𝐺2
𝜕𝑃𝑖

, 𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝐺2
𝜕𝑡

其他生成函数的自变量取法不同，可以在第一型基础上调用勒让德变换.
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生成函数的四种类型

生成函数 变换关系 简单示例

𝐺 = 𝐺1(𝑞, 𝑄, 𝑡) 𝑝𝑖 = 𝜕𝐺1
𝜕𝑞𝑖

𝑃𝑖 = −𝜕𝐺1
𝜕𝑄𝑖

𝐺1 = 𝑞𝑖𝑄𝑖 𝑄𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑃𝑖 = −𝑞𝑖

𝐺 = 𝐺2(𝑞, 𝑃 , 𝑡) − 𝑄𝑃 𝑝𝑖 = 𝜕𝐺2
𝜕𝑞𝑖

𝑄𝑖 = 𝜕𝐺2
𝜕𝑃𝑖

𝐺2 = 𝑞𝑖𝑃𝑖 𝑄𝑖 = 𝑞𝑖, 𝑃𝑖 = 𝑝𝑖

𝐺 = 𝐺3(𝑝, 𝑄, 𝑡) + 𝑞𝑝 𝑞𝑖 = −𝜕𝐺3
𝜕𝑝𝑖

𝑃𝑖 = −𝜕𝐺3
𝜕𝑄𝑖

𝐺3 = 𝑝𝑖𝑄𝑖 𝑄𝑖 = −𝑞𝑖, 𝑃𝑖 = −𝑝𝑖

𝐺 = 𝐺4(𝑝, 𝑃 , 𝑡) +
𝑞𝑝 − 𝑄𝑃

𝑞𝑖 = −𝜕𝐺4
𝜕𝑝𝑖

𝑄𝑖 = 𝜕𝐺4
𝜕𝑃𝑖

𝐺4 = 𝑝𝑖𝑃𝑖 𝑄𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑃𝑖 = −𝑞𝑖

哈密顿量的变换关系可以统一写为

𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝐺
𝜕𝑡
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正则变换的辛条件



（时间无关）正则变换的辛条件

受限正则变换（Restricted canonical transformations）是不依赖时间的正则变
换，即 𝑄 = 𝑄(𝑞, 𝑝) 和 𝑃 = 𝑃(𝑞, 𝑝)。

• 辛形式下，考查 ̇𝜉 = 𝜔𝜕𝐻
𝜕𝜉  在坐标变换 𝜉 → 𝜂(𝜉) 下的变化，其中 𝜔 = ( 𝟘

−𝟙𝑠

𝟙𝑠
𝟘 )

• 新旧相空间坐标间的微分变换关系由雅可比矩阵来描述：

d𝜂𝛼 = 𝜕𝜂𝛼
𝜕𝜉𝛽

d𝜉𝛽 = 𝑀𝛼𝛽⏟
雅可比矩阵

d𝜉𝛽 ⟹ ̇𝜂 = 𝑀 ̇𝜉

• 切向量的变换：

𝜕
𝜕𝜉𝛽

= 𝜕𝜂𝛼
𝜕𝜉𝛽

𝜕
𝜕𝜂𝛼

= 𝑀𝛼𝛽
𝜕

𝜕𝜂𝛼
⟹ 𝜕

𝜕𝜉 = 𝑀𝖳 𝜕
𝜕𝜂

• 与正则方程 ̇𝝃 = 𝜔𝜕𝐻/𝜕𝝃 结合起来

�̇� = 𝑀 ̇𝝃 = 𝑀𝜔𝜕𝐻
𝜕𝝃

= (𝑀𝜔𝑀𝖳)𝜕𝐻
𝜕𝜼

• 满足 𝑀𝜔𝑀𝖳 = 𝜔 的矩阵 𝑀  被称为辛矩阵

9 / 20



辛条件和泊松括号的不变性

辛条件下泊松括号保持不变。

• 回忆泊松括号：

[𝑓, 𝑔]𝑞,𝑝 = 𝜕𝑓
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑝𝑖

− 𝜕𝑓
𝜕𝑝𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑞𝑖

, [𝑓, 𝑔]𝑄,𝑃 = 𝜕𝑓
𝜕𝑄𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑃𝑖

− 𝜕𝑓
𝜕𝑃𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑄𝑖

.

• 相空间形式

𝜉 = (𝑞
𝑝), 𝜔 = ( 𝟘

−𝟙𝑠

𝟙𝑠
𝟘 ), 𝜂 = (𝑄

𝑃)

• 泊松括号可以被表示为

[𝑓, 𝑔]𝜉 = 𝜔𝛼𝛽
𝜕𝑓
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑔
𝜕𝜉𝛽

= (𝜕𝑓
𝜕𝜉

)
𝖳

𝜔𝜕𝑔
𝜕𝜉⏟⏟⏟⏟⏟

𝜔 为度规张量的内积形式

= (𝜕𝑓
𝜕𝜂

)
𝖳

𝑀𝜔𝑀𝖳 𝜕𝑔
𝜕𝜂

= (𝜕𝑓
𝜕𝜂

)
𝖳

𝜔
𝜕𝑔
𝜕𝜂

= [𝑓, 𝑔]𝜂
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辛条件和泊松括号的不变性

辛条件下泊松括号保持不变, 因此泊松括号的下标可以不写：

[𝑓, 𝑔]𝑞,𝑝 = [𝑓, 𝑔]𝑄,𝑃 = [𝑓, 𝑔].

• 基本泊松括号

[𝑄𝑖, 𝑄𝑗] = [𝑃𝑖, 𝑃𝑗] = 0, [𝑄𝑖, 𝑃𝑗] = 𝛿𝑖𝑗
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（时间依赖）正则变换的辛条件

• 一般正则变换：

𝜉 → 𝜂(𝜉, 𝑡), 𝐻 → 𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝐺
𝜕𝑡

• 利用 (𝑞, 𝑝, 𝐻) 的正则方程

̇𝜂(𝜉, 𝑡) = 𝜕𝜂
𝜕𝜉

̇𝜉 + 𝜕𝜂
𝜕𝑡

= 𝜕𝜂
𝜕𝜉

𝜔 𝜕
𝜕𝜉

𝐻 + 𝜕𝜂
𝜕𝑡

@旧正则方程

= 𝑀𝜔𝑀𝖳 𝜕𝐻
𝜕𝜂

+ 𝜕𝜂
𝜕𝑡

• 利用 (𝑄, 𝑃 , 𝐾) 的新正则方程， 其中 𝐾 = 𝐻 + 𝜕𝐺
𝜕𝑡 :

̇𝜂 = 𝜔𝜕𝐾
𝜕𝜂

= 𝜔𝜕𝐻
𝜕𝜂

+ 𝜔 𝜕2𝐺
𝜕𝜂𝜕𝑡

• 正则变换要求这两式相等，于是
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（时间依赖）正则变换的辛条件

𝑀𝜔𝑀𝖳 𝜕𝐻
𝜕𝜂 + 𝜕𝜂

𝜕𝑡
= 𝜔𝜕𝐻

𝜕𝜂 + 𝜔 𝜕2𝐺
𝜕𝜂𝜕𝑡

• 左右两边分别有依赖和不依赖 𝐻 的项。
• 如果要求正则变换适用于所有 𝐻，则必须满足

𝑀𝜔𝑀𝖳 = 𝜔, 𝜕𝜂
𝜕𝑡

= 𝜔 𝜕2𝐺
𝜕𝜂𝜕𝑡

• 保辛条件 𝑀𝜔𝑀𝖳 = 𝜔 仍然需要满足.

，同时它也是充分的。这是因为

𝑀𝜔𝑀𝖳 = 𝜔 ⟹ 𝜕𝜂
𝜕𝑡

= 𝜔 𝜕2𝐺
𝜕𝜂𝜕𝑡

• 证明：
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无穷小正则变换



无穷小正则变换

• 正则坐标分量的无穷小变化：

𝜉𝛼 → 𝜉𝛼 + 𝜖𝑋𝛼(𝜉)

• 泊松括号不变

[𝜉𝛼 + 𝜖𝑋𝛼(𝜉), 𝜉𝛽 + 𝜖𝑋𝛽(𝜉)] = [𝜉𝛼, 𝜉𝛽]

⟹ 𝜖[𝜉𝛼, 𝑋𝛽] + 𝜖[𝑋𝛼, 𝜉𝛽] = 0

⟹ [𝜉𝛼, 𝑋𝛽] + [𝑋𝛼, 𝜉𝛽] = 0

• 如果 𝑋𝛼 = [𝜉𝛼, 𝐺], 则满足上述条件。验证

[𝜉𝛼, 𝑋𝛽] + [𝑋𝛼, 𝜉𝛽] = [𝜉𝛼, [𝜉𝛽, 𝐺]] + [[𝜉𝛼, 𝐺], 𝜉𝛽]

= [𝜉𝛼, [𝜉𝛽, 𝐺]] + [𝜉𝛽, [𝐺, 𝜉𝛼]]

= −[𝐺, [𝜉𝛼, 𝜉𝛽]] = −[𝐺, 𝜔𝛼𝛽] = 0.

• 称力学量 𝐺 为无穷小正则变换的生成元。
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作业



作业

1. 证明泊松括号的 4个性质。
2. 证明泊松定理。
3. 对简谐振子的哈密顿量，进行表格中的 4类最简单的正则变换，给出新旧坐标
的变换关系和新哈密顿量。
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几何化



几何化

向量的基矢和展开

⃗𝑟 = 𝑟𝑖 ⃗𝑒𝑖, 𝑟𝑖 = ⃗𝑒𝑖 ⋅ ⃗𝑟 = ⟨ ⃗𝑒𝑖, ⃗𝑟⟩

非正交基矢下，需要使用对偶基矢来得到展开系数：

⃗𝑒∗
𝑖 ⋅ ⃗𝑒𝑗 = 𝛿𝑖𝑗, 𝑟𝑖 = ⃗𝑒∗

𝑖 ⋅ ⃗𝑟

多元函数在每一点上以偏导数的形式提供了一系列“分量”

d𝑓 = 𝑓𝜇 d𝑥𝜇 𝑓𝜇 = 𝜕𝑓
𝜕𝑥𝜇 = ⟨ 𝜕

𝜕𝑥𝜇 , d𝑓⟩

拉格朗日量提供分量的方式，以 (d𝑞, d ̇𝑞, d𝑡) 为基矢展开 d𝐿：

d𝐿 = 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖

d𝑞𝑖 +𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑖

d ̇𝑞𝑖 +𝜕𝐿
𝜕𝑡

d𝑡

换新坐标 𝑞 → 𝑄(𝑞)：

d𝐿 = 𝜕𝐿
𝜕𝑄𝑖

d𝑄𝑖 + 𝜕𝐿
𝜕�̇�𝑖

d�̇�𝑖 +𝜕𝐿
𝜕𝑡

d𝑡
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几何化

从拉格朗日量到哈密顿量的变换：

𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡) = 𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 − 𝐻(𝑞, 𝑝, 𝑡)

哈密顿量的微分：

d𝐻 = 𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

d𝑞𝑖 +𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

d𝑝𝑖 +𝜕𝐻
𝜕𝑡

d𝑡

利用欧拉-拉格朗日方程：

d𝐻 = d(𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 − 𝐿(𝑞, ̇𝑞, 𝑡))

= − ̇𝑝𝑖 d𝑞𝑖 + ̇𝑞𝑖 d𝑝𝑖 −𝜕𝐿
𝜕𝑡

d𝑡

两式相等，得到正则方程：

̇𝑞𝑖 = 𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

, ̇𝑝𝑖 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

, 𝜕𝐻
𝜕𝑡

= −𝜕𝐿
𝜕𝑡

.
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