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相空间与刘维尔定理



相空间

相空间是由 𝑠 个广义坐标和 𝑠 个广义动量为坐标轴的 2𝑠 维空间。

• 相空间中的每一个点代表动力学系统的一个确定状态。

𝝃 ≡ (𝒒𝒑) = (𝑞1,…, 𝑞𝑠, 𝑝1,…, 𝑝𝑠)
𝖳

• 系统运动时，相空间中相点运动画出的曲线称为相轨道。

• 相轨道完全由哈密顿正则方程唯一确定。相空间每一点的速度由哈密顿向量场
𝑋𝐻  给出

̇𝝃 ≡ ( ̇𝒒
̇𝒑) =

(
((

𝜕𝐻
𝜕𝒑

−𝜕𝐻
𝜕𝒒)
)) ≡ 𝑋𝐻

• 定义“梯度”和反对称的 𝜔 矩阵：

𝑋𝐻 = ( 𝟘𝑠×𝑠
−𝟙𝑠×𝑠

𝟙𝑠×𝑠
𝟘𝑠×𝑠

)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝝎

𝜕
𝜕𝝃
𝐻

其中
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相空间

𝜕
𝜕𝝃

≡
(
((

𝜕
𝜕𝒒
𝜕
𝜕𝒑)
)) = ( 𝜕

𝜕𝑞1
,…, 𝜕

𝜕𝑞𝑠
, 𝜕
𝜕𝑝1

,…, 𝜕
𝜕𝑝𝑠

)
𝖳

其中矩阵 𝜔 满足 𝝎−1 = 𝝎𝑇 = −𝝎.

• 因为 𝜔 是反对称矩阵，所以哈密顿向量场 𝑋𝐻  和哈密顿量的梯度 𝜕𝐻𝜕𝜉  是垂直的。
对于不含时哈密顿系统来说，这体现了运动过程中能量不变的特性。

• 动力学给出了相空间中每一点的速度场 𝑋𝐻，而相空间中的每一点都可以看作是
一个动力学系统的状态。
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简谐振子的相图

• 例：简谐振子

𝐻 = 𝑝2

2𝑚
+ 1
2
𝑚𝜔2𝑞2

Time SeriesSystem Phase Portrait

Time Position

Position

Velocity

Velocity

M
ag

ni
tu

de

一维简谐振子 By Krishnavedala - Own work, CC BY-SA 4.0

• 以动量为其中一坐标的话，一般为椭圆
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=37054341


单摆的相图

From David Tong’s lecture notes on Classical Mechanics,
http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/classical/
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http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/classical/


相流的刘维尔定理

• 考虑相空间中一个封闭区域，无穷小时间间隔下进入该区域的点为

∫
𝜕𝑉

̇𝝃 ⋅ d𝑺 = ∫
𝑉
∇ ⋅ ̇𝝃 dΓ

• 相空间中速度场的散度：

∇ ⋅ ̇𝝃 ≡ 𝜕
𝜕𝝃

⋅ ̇𝝃 =
(
((

𝜕
𝜕𝒒
𝜕
𝜕𝒑)
)) ⋅ ( ̇𝒒

̇𝒑) =
(
((

𝜕
𝜕𝒒
𝜕
𝜕𝒑)
)) ⋅

(
((

𝜕𝐻
𝜕𝒑

−𝜕𝐻
𝜕𝒒)
))

= 𝜕
𝜕𝒒

⋅ 𝜕𝐻
𝜕𝒑

− 𝜕
𝜕𝒑

⋅ 𝜕𝐻
𝜕𝒒

= 0

• 相空间中所有相点的运动类似于不可压缩液体的流动.

• 这是刘维尔定理的一种表述。
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相流的刘维尔定理

刘维尔定理的另一表述：相空间体积元随时间不变

• 相空间体积元为 d2𝑠𝜉 ≡ d𝑞1…d𝑞𝑠 d𝑝1…d𝑝𝑠。

• 体积元之比为坐标变换的雅可比行列式

d2𝑠𝜉(𝑡) = det(𝐽) d2𝑠𝜉(0)

其中 𝐽𝑖𝑗 =
𝜕𝜉𝑖(𝑡)
𝜕𝜉𝑗(0)

 为 𝜉(0) → 𝜉(𝑡) 的雅可比矩阵。

• 行列式的雅可比公式：

ddet(𝐽)
d𝑡

= det(𝐽) tr(𝐽−1d𝐽
d𝑡
).
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相流的刘维尔定理

tr(𝐽−1d𝐽
d𝑡
) = (𝐽−1)

𝑖𝑗

d𝐽𝑗𝑖
d𝑡

= 𝜕𝜉𝑖(0)
𝜕𝜉𝑗(𝑡)

𝜕 ̇𝜉𝑗(𝑡)
𝜕𝜉𝑖(0)

= 𝜕
𝜕𝜉𝑗(𝑡)

̇𝜉𝑗(𝑡)

= 𝜕
𝜕𝜉𝑗(𝑡)

𝜔𝑗𝑘
𝜕

𝜕𝜉𝑘(𝑡)
𝐻

= 0

• 因此，det(𝐽) 与时间无关。𝐽(𝑡 = 0) 是单位矩阵，所以 det(𝐽(𝑡)) = 1。

• 这就是刘维尔定理的另一种表述：相空间体积元随时间不变。
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力学量与泊松括号



力学量

• 哈密顿力学中力学量 𝑓(𝑞, 𝑝, 𝑡) 是广义坐标、广义动量和时间的函数。

• 哈密顿力学处理力学量随时间变化率比较方便

• 坐标-速度作为状态时，力学量的随时间变化率为

d𝑓(𝑞, ̇𝑞, 𝑡)
d𝑡

= ̇𝑞𝑖
𝜕𝑓
𝜕𝑞𝑖

+ ̈𝑞𝑖
𝜕𝑓
𝜕 ̇𝑞𝑖

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑡

• 坐标-动量作为状态时，力学量的随时间变化率为

d𝑓(𝑞, 𝑝, 𝑡)
d𝑡

= ̇𝑞𝑖
𝜕𝑓
𝜕𝑞𝑖

+ ̇𝑝𝑖
𝜕𝑓
𝜕𝑝𝑖

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑡

可以直接使用哈密顿正则方程。
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力学量和泊松括号

• 力学量的 𝑓(𝑞, 𝑝, 𝑡) 的随时间变化率

d𝑓
d𝑡

= ̇𝑞𝑖
𝜕𝑓
𝜕𝑞𝑖

+ ̇𝑝𝑖
𝜕𝑓
𝜕𝑝𝑖

+ 𝜕𝑓
𝜕𝑡

• 将哈密顿正则方程

̇𝑞𝑖 =
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

, ̇𝑝𝑖 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

代入上式，可得

d𝑓
d𝑡

= 𝜕𝑓
𝜕𝑡

+ [𝑓,𝐻]

对于任意两个力学量的泊松括号定义为

[𝑓, 𝑔] ≡ 𝜕𝑓
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑝𝑖

− 𝜕𝑓
𝜕𝑝𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑞𝑖

• 泊松括号是将两个力学量进行运算后
产生一个新的力学量的过程

• 若哈密顿量不显含时，[𝑓,𝐻] 给出了
𝑓  的随时间变化率。
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泊松括号

[𝑓, 𝑔] ≡ 𝜕𝑓
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑝𝑖

− 𝜕𝑓
𝜕𝑝𝑖

𝜕𝑔
𝜕𝑞𝑖

验算泊松括号具有以下代数性质（需要熟悉）:

反交换性 [𝑓, 𝑔] = −[𝑔, 𝑓]

线性 [𝛼𝑓 + 𝛽𝑔, ℎ] = 𝛼[𝑓, ℎ] + 𝛽[𝑔, ℎ]

莱布尼茨法则 [𝑓𝑔, ℎ] = 𝑓[𝑔, ℎ] + [𝑓, ℎ]𝑔

雅可比恒等式 [𝑓, [𝑔, ℎ]] + [𝑔, [ℎ, 𝑓]] + [ℎ, [𝑓, 𝑔]] = 0
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泊松括号

上述性质对于以下两类代数也满足

• 矩阵乘法定义的对易子

[𝐴,𝐵] ≡ 𝐴𝐵 −𝐵𝐴

• 海森堡矩阵力学

• 线性算符的对易子

[𝐹 ,𝐺]𝜓 ≡ (𝐹 ∘ 𝐺)𝜓 − (𝐺 ∘ 𝐹)𝜓

• 薛定谔波动力学
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“正则坐标”的泊松括号

• 验证“正则坐标”的泊松括号满足：

[𝑞𝑖, 𝑝𝑗] = 𝛿𝑖𝑗
[𝑞𝑖, 𝑞𝑗] = [𝑝𝑖, 𝑝𝑗] = 0

• 验证微分算符的对易关系满足

[𝑥, 𝜕
𝜕𝑥

]𝜓 = 𝑥𝜕𝜓
𝜕𝑥

− 𝜕(𝑥𝜓)
𝜕𝑥

= 𝑥𝜕𝜓
𝜕𝑥

− 𝜓 − 𝑥𝜕𝜓
𝜕𝑥

= −𝜓

• 因此 [𝑥𝑖, − 𝜕
𝜕𝑥𝑗

] = 𝛿𝑖𝑗，和正则坐标的泊松括号一致。

• − 𝜕
𝜕𝑥𝑗

 和动量之间的关系？
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正则坐标泊松括号的作用

• 其他力学量的泊松括号可以从正则坐标泊松括号导出。

• 莱布尼茨法则 [𝑓𝑔, ℎ] = 𝑓[𝑔, ℎ] + [𝑓, ℎ]𝑔 使得泊松括号和求导存在深刻联系。

• 利用柏松括号的莱布尼茨法则和正则坐标的柏松括号，可得

[𝑞𝑛, 𝑝] = [𝑞𝑛−1𝑞, 𝑝] = 𝑞𝑛−1 [𝑞, 𝑝]⏟
=1

+ [𝑞𝑛−1, 𝑝]⏟
递归

𝑞 = 𝑛𝑞𝑛−1 = d𝑞𝑛

d𝑞

• 任意的力学量 𝑓(𝑞, 𝑝, 𝑡) 都可以对 𝑞 变量做泰勒展开：

𝑓(𝑞, 𝑝, 𝑡) =∑
∞

𝑛=0

𝑞𝑛

𝑛!
i(𝜕

𝑛𝑓
𝜕𝑞𝑛

)|
𝑞=0

• 因此对于任意的力学量 𝑓(𝑞, 𝑝, 𝑡)都有
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正则坐标泊松括号的作用

[𝑓, 𝑝] =∑
∞

𝑛=0

1
𝑛!
[𝑞𝑛, 𝑝]i(𝜕

𝑛𝑓
𝜕𝑞𝑛

)|
𝑞=0

=∑
∞

𝑛=0

1
𝑛!
d𝑞𝑛

d𝑞
i(𝜕

𝑛𝑓
𝜕𝑞𝑛

)|
𝑞=0

= 𝜕
𝜕𝑞

∑
∞

𝑛=0

1
𝑛!
𝑞𝑛 i(𝜕

𝑛𝑓
𝜕𝑞𝑛

)|
𝑞=0

= 𝜕𝑓
𝜕𝑞

• 类似地，可验证

[𝑓, 𝑞] = −𝜕𝑓
𝜕𝑝
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泊松括号和守恒量

守恒量的定义: 如果一个力学量 𝑓(𝑞, 𝑝, 𝑡) 满足 d𝑓d𝑡 = 0，则被称为守恒量.

d𝑓
d𝑡

= 0⟹ 𝜕𝑓
𝜕𝑡

+ [𝑓,𝐻] = 0

泊松定理：如果 𝑓  和 𝑔 都是守恒量，则 [𝑓, 𝑔] 也是守恒量。即

d𝑓
d𝑡

= 0, d𝑔
d𝑡

= 0 ⟹ d[𝑓, 𝑔]
d𝑡

= 0.

泊松定理的证明：

𝜕[𝑓, 𝑔]
𝜕𝑡

+ [[𝑓, 𝑔],𝐻] = [𝜕𝑓
𝜕𝑡
, 𝑔] + [𝑓, 𝜕𝑔

𝜕𝑡
] − [[𝑔,𝐻], 𝑓] − [[𝐻, 𝑓], 𝑔]

= [𝜕𝑓
𝜕𝑡

+ [𝑓,𝐻], 𝑔] + [𝑓, 𝜕𝑔
𝜕𝑡

+ [𝑔,𝐻]]

= 0
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角动量的泊松括号

角动量：

�⃗� = ⃗𝑟 × ⃗𝑝

泊松括号的运算（利用正则坐标的泊松括号）

[𝐿1, 𝐿2] = [𝑟2𝑝3 − 𝑟3𝑝2, 𝑟3𝑝1 − 𝑟1𝑝3]
= 𝑟2[𝑝3, 𝑟3]𝑝1 + 𝑝2[𝑟3, 𝑝3]𝑟1
= 𝑟1𝑝2 − 𝑟2𝑝1
= 𝐿3

轮换指标后以及利用泊松括号的反对称性，可得

[𝐿𝑖, 𝐿𝑗] = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘

• 推论：角动量的任意两个分量守恒，则第三个分量也守恒。

• 验证：[𝐿𝑖, 𝐿2] = 0.
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作业

1. 第六章作业第 1题

2. 求笛卡尔坐标、柱坐标和球坐标下单个质点的哈密顿函数。

3. 验证对于任意力学量 𝑓，都有 [𝑓, 𝑞] = −𝜕𝑓
𝜕𝑝。

4. 在开普勒问题中，验证 LRL向量 𝐴 是守恒量，即证明 [𝐴,𝐻] = 0。
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