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哈密顿力学



William Rowan Hamilton

1. 为什么还需要哈密顿力学？
2. 如何得到哈密顿方程？
3. 如何应用哈密顿方程？
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状态演化方程

𝑞(𝑡0)

𝑣(𝑡0)

𝑞(𝑡1)

𝑣(𝑡1)

d
d𝑡

(𝑞𝑣) = (
𝑣
𝐹
𝑚
)

• 拉格朗日方程给出的是 ̇𝑝 而非 𝑣

• 对动力学演化而言，考虑动量的变化
会比较自然

𝑞(𝑡0)

𝑝(𝑡0)

𝑞(𝑡1)

𝑝(𝑡1)

d
d𝑡

(𝑞
𝑝) = (

𝑣
𝜕𝐿
𝜕𝑞

) = ℱ[(𝑞
𝑝)]

• 广义坐标和广义动量构成“状态”

• 如何把方程右边变成关于状态的函数？

• 本质上要等价于拉格朗日方程
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哈密顿量

• 不显含时的拉格朗日量是广义坐标和广义速度的函数。

d𝐿 = ∑
𝑖

𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖⏟

根据拉格朗日方程为 �̇�𝑖

d𝑞𝑖 +
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑖⏟

定义为 𝑝𝑖

d ̇𝑞𝑖

= ∑
𝑖

̇𝑝𝑖 d𝑞𝑖 +𝑝𝑖 d ̇𝑞𝑖 (2)

(1)

• (2) 式 已包含拉格朗日方程的信息
• 希望将 𝑞𝑖 和 𝑝𝑖 作为独立变量时，即从 𝑝𝑖 d𝑞𝑖 变为 𝑓 d𝑝𝑖
• 启示：

d(𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖) = 𝑝𝑖 d ̇𝑞𝑖 + ̇𝑞𝑖 d𝑝𝑖 ⇒ 𝑝𝑖 d ̇𝑞𝑖 = d(𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖)− ̇𝑞𝑖 d𝑝𝑖 (3)

这种方法叫做“勒让德变换”
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哈密顿正则方程

d𝐿 = ∑
𝑖

̇𝑝𝑖 d𝑞𝑖 +𝑝𝑖 d ̇𝑞𝑖

⟹ d

(
((
((
((
∑
𝑖

𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 − 𝐿
⏟⏟⏟⏟⏟

𝐻 )
))
))
))

= ∑
𝑖
( ̇𝑞𝑖 d𝑝𝑖 − ̇𝑝𝑖 d𝑞𝑖)

(4)

• 因为 (4) 式 来自于 d𝐿 = ∑𝑖 ̇𝑝𝑖 d𝑞𝑖 +𝑝𝑖 d ̇𝑞𝑖，所以包含了拉格朗日方程的信息，
它等价为

̇𝑞𝑖 =
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

, ̇𝑝𝑖 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

(5)

• 通过哈密顿函数 𝐻 来描述系统的动力学，上述哈密顿方程就是运动方程

• 哈密顿方程也称为正则方程
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勒让德变换



勒让德变换

𝑞𝑖 ̇𝑞𝑖

𝑝𝑖 ̇𝑝𝑖

𝐿

状态

服务于运动方程

𝑞𝑖 ̇𝑞𝑖

𝑝𝑖 ̇𝑝𝑖

𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖

𝑞𝑖 𝑝𝑖

̇𝑞𝑖 ̇𝑝𝑖

𝐻

状态

变换率

• 哈密顿正则方程和拉格朗日方程的等价性利用了勒让德变换

• 物理规律蕴含在偏导关系中

d𝐿 = 𝑝𝑖 d ̇𝑞𝑖 + ̇𝑝𝑖 d𝑞𝑖 +
𝜕𝐿
𝜕𝑡

d𝑡 ⟹ 𝑝𝑖 =
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑖

, ̇𝑝𝑖 =
𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖

• 动力学（由拉格朗日量决定）给出了 4类变量（𝑞𝑖, ̇𝑞𝑖, 𝑝𝑖, ̇𝑝𝑖）之间的关系。

• 被求偏导的量是被选作独立变量的物理量
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勒让德变换

• 勒让德变换在《热力学统计物理》中也发挥着重要作用

d𝑈 = 𝑇 d𝑆 −𝑃 d𝑉

• 热力学参数：温度 𝑇、熵 𝑆、压强 𝑃、体积 𝑉

• 以内能 𝑈  的视角，有

𝑇 = 𝜕𝑈
𝜕𝑆

, 𝑃 = −𝜕𝑈
𝜕𝑉

• 利用勒让德变换，可得

d𝐻 = d𝑈 + 𝑃𝑉 = 𝑇 d𝑆 +𝑉 d𝑃 ,
d𝐹 = d𝑈 − 𝑇𝑆 = −𝑆 d𝑇 −𝑃 d𝑉 ,
d𝐺 = d𝑈 − 𝑇𝑆 + 𝑃𝑉 = −𝑆 d𝑇 +𝑉 d𝑃 .

• 都是热力学势： 内能 𝑈、亥姆霍兹自由能 𝐹、焓 𝐻、吉布斯自由能 𝐺

• 值得拥有名字！
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哈密顿量与能量的关系



哈密顿量与能量的关系

回忆能量的定义

𝐸(𝒒, ̇𝒒, 𝑡) ≔ ∑
𝑖

̇𝑞𝑖
𝜕𝐿(𝒒, ̇𝒒, 𝑡)

𝜕 ̇𝑞𝑖
− 𝐿(𝒒, ̇𝒒, 𝑡)

d𝐸
d𝑡

= ∑
𝑖
(
((
((
(

̈𝑞𝑖
𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑖

+ ̇𝑞𝑖
d
d𝑡

𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑖

− 𝜕𝐿
𝜕𝑞𝑖

̇𝑞𝑖
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=0

− 𝜕𝐿
𝜕 ̇𝑞𝑖

̈𝑞𝑖 −
𝜕𝐿
𝜕𝑡

)
))
))
)

= −𝜕𝐿
𝜕𝑡

将 𝐸 变量替换 (𝒒, ̇𝒒) → (𝒒, 𝒑)，就是哈密顿函数（Hamiltonian）

𝐻(𝒒, 𝒑, 𝑡) = 𝐸(𝒒, ̇𝒒, 𝑡)

变量替换后，关注的是 𝐻 随 𝑞𝑖 和 𝑝𝑖 的变化关系。
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哈密顿量与能量的关系

• 直接考察哈密顿函数的时间全导数

d𝐻
d𝑡

= ̇𝑞𝑖
𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

+ ̇𝑝𝑖
𝜕𝐻
𝜕𝑝𝑖

+ 𝜕𝐻
𝜕𝑡

= − ̇𝑞𝑖 ̇𝑝𝑖 + ̇𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖⏟⏟⏟⏟⏟
来自哈密顿正则方程

+ 𝜕𝐻
𝜕𝑡

= 𝜕𝐻
𝜕𝑡

= −𝜕𝐿
𝜕𝑡
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哈密顿力学的应用



哈密顿力学一般步骤

1. 从拉格朗日量出发，得到广义动量

2. 从广义动量的表达式中反解出广义速度

3. 将广义速度替换到 𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 − 𝐿 中，得到哈密顿量

4. 从哈密顿量出发，得到哈密顿正则方程
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例：多维谐振子

𝐿 = 1
2
𝑀𝑗𝑘 ̇𝑞𝑗 ̇𝑞𝑘 −

1
2
𝐾𝑗𝑘𝑞𝑗𝑞𝑘

• 得到广义动量，反解出广义速度

𝑝𝑗 = 𝑀𝑗𝑘 ̇𝑞𝑘 ⟹ 𝒑 = 𝑴 ̇𝒒 ⟹ ̇𝒒 = 𝑴−1𝒑

• 替换广义速度，得到哈密顿量

𝐻 = 𝒑𝑇 ̇𝒒 − 𝐿

= 𝒑𝑇𝑴−1𝒑 − 1
2
𝒑𝑇𝑴−1𝒑 + 1

2
𝒒𝑇𝑲𝒒

= 1
2
𝒑𝑇𝑴−1𝒑 + 1

2
𝒒𝑇𝑲𝒒

• 哈密顿正则方程:

̇𝒒 = 𝜕𝐻
𝜕𝒑

= 𝑴−1𝒑,

̇𝒑 = −𝜕𝐻
𝜕𝒒

= −𝑲𝒒
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例：一般的质点组力学系统

如果 𝐿 = 𝑇 − 𝑉，𝑇  是广义速度的二次式，𝑉  不依赖于广义速度，那么，

𝑝𝑖 ̇𝑞𝑖 = 2𝑇 ,

𝐻 = 𝑇 + 𝑉 .
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例：相对论性带电粒子在电磁场中的运动

𝐿 = −𝑚𝑐2√1− 𝒗2

𝑐2
+ 𝑒

𝑐
𝒗 ⋅ 𝑨 − 𝑒Φ

• 广义动量

𝑷 = 𝜕𝐿
𝜕𝒗

= 𝑚𝒗
√1 − 𝒗2/𝑐2⏟⏟⏟⏟⏟
机械动量 𝒑

+ 𝑒
𝑐
𝑨.

• 广义速度

𝑚2𝒗2

1 − 𝒗2/𝑐2
= (𝑷 − 𝑒

𝑐
𝑨)

2
⟹ 𝒗 = 𝒑

√𝑚2 + 𝒑2/𝑐2
其中 𝒑 = 𝑷 − 𝑒

𝑐
𝑨

• 哈密顿量

𝐻 = 𝑷 ⋅ 𝒗 − 𝐿 = 𝒑 ⋅ 𝒗 +𝑚𝑐2√1− 𝒗2/𝑐2 + 𝑒Φ

= √𝑚2𝑐4 + 𝑐2𝒑2 + 𝑒Φ
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非相对论近似

𝐻 = √𝑚2𝑐4 + 𝑐2𝒑2 + 𝑒Φ

• 非相对论近似

𝑚2𝑐4 ≫ 𝑐2𝒑2

• 展开根号，省略常数项

𝐻 = 1
2𝑚

𝒑2 + 𝑒Φ

= 1
2𝑚

(𝑷 − 𝑒
𝑐
𝑨)

2
+ 𝑒Φ

• 这是量子力学当中很重要的一个哈密顿量
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常见坐标系下质点的哈密顿量

By Ag2gaeh - Own work, CC BY-SA 4.0

• 以球坐标 (𝑟, 𝜃, 𝜑) 为例

𝐻 = 𝑇 + 𝑉 = 1
2
𝑚(d𝒙

d𝑡
)

2

+ 𝑉 (𝒙)

• 线元在球坐标中的表达式：

d𝒙 = d𝑟 𝒓 + 𝑟 d𝜃 𝜽 + 𝑟 sin(𝜃) d𝜑 �̂�

• 线元长度及速度在球坐标中的表达式：

(d𝒙)2 = (d𝑟)2 + 𝑟2(d𝜃)2 + 𝑟2 sin2 𝜃(d𝜑)2

𝒗2 = ̇𝑟2 + 𝑟2 ̇𝜃2 + 𝑟2 sin2 𝜃�̇�2

• 广义动量：

𝑝𝑟 = 𝑚 ̇𝑟, 𝑝𝜃 = 𝑚𝑟2 ̇𝜃, 𝑝𝜑 = 𝑚𝑟2 sin2 𝜃�̇�

• 哈密顿量

𝐻 = 1
2𝑚

(𝑝2𝑟 +
𝑝2𝜃
𝑟2

+
𝑝2𝜑

𝑟2 sin2 𝜃
) + 𝑉 (𝒙(𝑟, 𝜃, 𝜑))
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=134565435
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