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刚体的运动方程



角动量

𝐿 = 1
2
𝑀 ⃗𝑣2

𝑐 + 1
2
Ω𝑗𝐼𝑗𝑘Ω𝑘 − 𝑉 ( ⃗𝑟𝑐, ⃗𝜙)

• 广义坐标： ⃗𝑟𝑐, ⃗𝜙；广义速度： ⃗𝑣𝑐, Ω⃗

• 角动量

𝐽𝑗 = 𝜕𝑇
𝜕Ω𝑗

= 𝐼𝑗𝑘Ω𝑘

• 角动量的方向和角速度的方向未必相等，除非角速度在主轴方向

• 从势能出发的话，有

⃗𝑃 = 𝑀 ⃗𝑣𝑐,
d ⃗𝑃
d𝑡

= −𝜕𝑉
𝜕 ⃗𝑟𝑐

,

⃗𝐽 = 𝐼Ω⃗, d ⃗𝐽
d𝑡

= −𝜕𝑉
𝜕 ⃗𝜙

.

• 从每个质点的受力 ⃗𝑓𝑗 出发，有
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角动量

d ⃗𝑃
d𝑡

= ∑
𝑗

⃗𝑓𝑗 = ⃗𝐹外

d ⃗𝐽
d𝑡

= d
d𝑡

∑
𝑗

⃗𝑟𝑗 × ⃗𝑝𝑗

= ∑
𝑗

̇⃗𝑟𝑗 × ⃗𝑝𝑗⏟
=0 为什么？

+ ∑
𝑗

⃗𝑟𝑗 × ̇⃗𝑝𝑗

= ∑
𝑗

𝑟𝑗 × ⃗𝑓𝑗
⏟⏟⏟⏟⏟

𝑁 总力矩

对于欧拉-拉格朗日方程，总力矩和势能的关系为

⃗𝑁 = −𝜕𝑉
𝜕 ⃗𝜙
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在本体坐标系下

基于基矢的表述

• 矢量表示 = 坐标 + 基矢

𝐺⃗ = 𝐺𝑗 ⃗𝑒𝑗

• 正交归一基矢

⟨ ⃗𝑒𝑗, ⃗𝑒𝑘⟩ = 𝛿𝑗𝑘 ⟹ 𝑣𝑗 = ⟨ ⃗𝑒𝑗, ⃗𝑣⟩ ⟺ 𝐺⃗ = ∑
𝑗

⟨ ⃗𝑒𝑗, 𝐺⃗⟩ ⃗𝑒𝑗

• 矢量的变化 = 坐标的变化 + 基矢的变化

̇𝐺⃗ = 𝐺̇𝑗 ⃗𝑒𝑗 + 𝐺𝑗
̇⃗𝑒𝑗

• 基矢的变化也需要在当前基矢下表示出来

̇⃗𝑒𝑗 = ∑
𝑘

⟨ ⃗𝑒𝑘, ̇⃗𝑒𝑗⟩ ⃗𝑒𝑘 ⟹ 𝐺𝑗
̇⃗𝑒𝑗 = ⟨ ⃗𝑒𝑘, ̇⃗𝑒𝑗⟩𝐺𝑗 ⃗𝑒𝑘

• 对归一化条件求时间导数
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在本体坐标系下

0 = d
d𝑡

⟨ ⃗𝑒𝑗, ⃗𝑒𝑘⟩ = ⟨ ̇⃗𝑒𝑗, ⃗𝑒𝑘⟩ + ⟨ ⃗𝑒𝑗, ̇⃗𝑒𝑘⟩

可知 ⟨ ̇⃗𝑒𝑗, ⃗𝑒𝑘⟩ 关于 𝑗 和 𝑘 是反对称的。

• 通过定义角速度 Ω⃗ = Ω𝑗 ⃗𝑒𝑗，有

𝐺𝑗
̇⃗𝑒𝑗 = ⟨ ⃗𝑒𝑘, ̇⃗𝑒𝑗⟩𝐺𝑗 ⃗𝑒𝑘 = Ω × 𝐺⃗

• 任何矢量 𝐺⃗ 的变化都能拆分成

d𝐺⃗ = (d𝐺⃗)
body⏟

本体坐标系中的变化

+ (d𝐺⃗)
rot⏟

转动= Ω⃗⏟
角速度

× ⃗𝐺

• 质点的位矢在本体坐标系中不会变。但力学量可以在本体坐标系下变化。
• 对于角动量
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在本体坐标系下

⃗𝑁 = d ⃗𝐽
d𝑡

= (d ⃗𝐽
d𝑡

)
body

+ Ω⃗ × ⃗𝐽

(d ⃗𝐽
d𝑡

)
body

= 𝐼( ̇Ω⃗)
body

= 𝐼

(
((
((

Ω̇1
Ω̇2
Ω̇3)

))
))

对于自由转动（ ⃗𝑁 = 0）而言，

𝐼( ̇Ω⃗)
body

+ Ω⃗ × ⃗𝐽 = 0

• 选择本体坐标系方向为惯性主轴后，有欧拉方程

(
((
((

𝐼1Ω̇1
𝐼2Ω̇2
𝐼3Ω̇3)

))
)) +

(
((
(Ω1

Ω2
Ω3)

))
) ×

(
((
(𝐼1Ω1

𝐼2Ω2
𝐼3Ω3)

))
) = 0
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固定坐标系下的角度：欧拉角

注意：

• 刚体问题中一定要注意区分坐标系，分清楚固定坐标系和本体坐标系

• 惯性张量是在本体坐标系下的

• 角速度是在本体坐标系下表示的 Ω⃗ = Ω𝑗 ⃗𝑒𝑗. (这里的 ⃗𝑒𝑗 是本体坐标系下的基矢，
在之前的 PPT中是 ⃗𝑒′

𝑗)

• 要回到固定的坐标系下，还需要将本体坐标系的基矢 ⃗𝑒𝑗 还原为和固定坐标系基
矢 ⃗𝑒′

𝑗。

• 这等价于转动矩阵 𝑅 的参数化，可以用欧拉角来表示，也可以用“轴-角”来表示
（Axis-Angle-Representation）。通过这些表示，能够将角速度还原到固定坐标
系下。
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固定坐标系下的角度：欧拉角

[𝐑] =
[
[
[ cos 𝛾X

− sin 𝛾X
0X

sin 𝛾X
cos 𝛾X

0X

0X
0X
1]
]
]

[
[
[1X

0X
0X

0X
cos 𝛽X

− sin 𝛽X

0X
sin 𝛽X
cos 𝛽]

]
]

[
[
[ cos 𝛼X

− sin 𝛼X
0X

sin 𝛼X
cos 𝛼X

0X

0X
0X
1]
]
]

N

α

β

γ

Ω⃗ = Ω𝑗 ⃗𝑒𝑗

• 将 ̇𝛼, ̇𝛽, ̇𝛾 投影到 ⃗𝑒𝑗 上，可以将每个
Ω 表示成广义坐标 𝛼，𝛽, 𝛾 及其广义
速度的函数。
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第五章作业第 3、6、7题
（下周交）
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