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参数振荡



参数振荡

特殊性：动力学系统在时间上的周期性.

• 固有频率依赖于时间

̈𝑥(𝑡) + 𝜔(𝑡)2𝑥(𝑡) = 0

且满足周期性条件

𝜔(𝑡 + 𝑇 ) = 𝜔(𝑡)

• 例子：单摆的固定点在做振动

运动方程在 𝑡 → 𝑡 + 𝑇  的变化下保
持不变。 因此，如果 𝑥(𝑡) 是运动
方程的解，则 𝑥(𝑡 + 𝑇 ) 也是运动方
程的解。
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参数振荡

• 一维振子有两个线性无关的解 𝑥1(𝑡) 和 𝑥2(𝑡).

• 𝑥(𝑡 + 𝑇 ) 也是运动方程的解，一定可以表示为 𝑥1(𝑡) 和 𝑥2(𝑡) 的线性组合：

𝑥𝑗(𝑡 + 𝑇 ) = 𝑅𝑗𝑘𝑥𝑘(𝑡)

• 标准基矢：

𝑥1(0) = 1, ̇𝑥1(0) = 0;
𝑥2(0) = 0, ̇𝑥2(0) = 1.

• 在 𝑡 = 0 时刻，

(𝑥1(𝑇 )
𝑥2(𝑇 )) = (𝑅11

𝑅21

𝑅22
𝑅22

)(1
0), ( ̇𝑥1(𝑇 )

̇𝑥2(𝑇 )) = (𝑅11
𝑅21

𝑅22
𝑅22

)(0
1)

⟹ 𝑅 = (𝑥1(𝑇 )
𝑥2(𝑇 )

̇𝑥1(𝑇 )
̇𝑥2(𝑇 ))
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参数振荡

• 考虑多个周期，𝑅 矩阵的本征值决定 𝑥(𝑡) 的长时行为.

𝒙(𝑡 + 𝑇 ) = 𝑅 𝒙(𝑡) ⟹ 𝒙(𝑡 + 𝑛𝑇) = 𝑅𝑛 𝒙(𝑡)

• 可以选择合适的解使得 𝑅 对角化，即

(𝑥1(𝑡 + 𝑇 )
𝑥2(𝑡 + 𝑇 )) = (𝜇1

𝜇2
)(𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
)

• 𝑅 本征值的特点:

̈𝑥1 + 𝜔(𝑡)2𝑥1 = 0
̈𝑥2 + 𝜔(𝑡)2𝑥2 = 0} ⟹ d

d𝑡
( ̇𝑥1𝑥2 − 𝑥1 ̇𝑥2) = 0

当 𝑡 → 𝑡 + 𝑇，有 𝑥𝑖(𝑡 + 𝑇 ) = 𝜇𝑖𝑥𝑖(𝑡) 和 ̇𝑥𝑖(𝑡 + 𝑇 ) = 𝜇𝑖 ̇𝑥𝑖(𝑡)，因此

̇𝑥1𝑥2 − 𝑥1 ̇𝑥2 ⟶ 𝜇1𝜇2( ̇𝑥1𝑥2 − 𝑥1 ̇𝑥2)

• 由此可得 𝜇1𝜇2 = 1
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参数振荡

• 本征值方程

0 = det(𝑅 − 𝜇𝐼)
= (𝑅11 − 𝜇)(𝑅22 − 𝜇) − 𝑅12𝑅21

= 𝜇2 − (𝑅11 + 𝑅22)𝜇 + (𝑅11𝑅22 − 𝑅12𝑅21)

• 一元二次方程的解：

𝜇1, 𝜇2 = 𝑅11 + 𝑅22
2

±
√(𝑅11 + 𝑅22)

2 − 4(𝑅11𝑅22 − 𝑅12𝑅21)
2

• 根据“根号”里面表达式的正负，可以将解分为两类
‣ 𝜇1, 𝜇2 是实数，有一支会引起共振（参变共振）。
‣ 𝜇1, 𝜇2 是共轭复数
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第四章作业第 7题
（下周交）



第五章：刚体的运动



刚体

• 刚体是相互间距随时间保持不变的质点组成的系统. 约束条件：

| ⃗𝑥𝑖(𝑡) − ⃗𝑥𝑗(𝑡)| 与时间无关

• 为了推导方便，可以将刚体看成是离散质点的集合。连续化则求和变积分。

• 引入两个坐标系：固定坐标系 + 本体坐标架（附着在刚体之上）

⃗𝑥𝑗 = ⃗𝑟𝑐 + ⃗𝑟𝑗 其中 𝒓𝑗 是质点在本体坐标系中的位置向量

• 本体坐标系的原点一般放在刚体的质心 ⃗𝑟𝑐 处，这样会比较方便

问题：刚体的运动的位形空间是怎么样的？
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刚体

问题：刚体的运动有多少自由度？

⃗𝑥𝑖 = ⃗𝑟𝑐 + ⃗𝑟𝑖

• ⃗𝑟𝑐 中有 3个自由度，代表质心的运动。

• 不同质点在本体坐标系中的位置向量 ⃗𝑟𝑖 是不独立的，受刚体约束条件的限制。

• 在本体坐标系中，所有刚体质点的坐标不随时间改变，只有基矢在随时间改变.

⃗𝑟𝑖 = ∑
𝑗

𝑟𝑖,𝑗 ⃗𝑒𝑗,

其中 ⃗𝑒𝑗 是本体坐标架的基矢。

• 因此，所有 ⃗𝑟𝑖 变化的自由度实际上只由 ⃗𝑒1、 ⃗𝑒2 和 ⃗𝑒3 的变化来承担。
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刚体
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刚体

⃗𝑒1

⃗𝑒2

⃗𝑒3

⃗𝑒′
1

⃗𝑒′
2

⃗𝑒′
3

{ ⃗𝑒𝑗} ⟶
𝑅

{ ⃗𝑒′
𝑗}

⃗𝑒′
𝑗 = 𝑅𝑗𝑘 ⃗𝑒𝑘

𝛿𝑚𝑛 = ⟨ ⃗𝑒′
𝑚, ⃗𝑒′

𝑛⟩

= 𝑅𝑚𝑗𝑅𝑛𝑘⟨ ⃗𝑒𝑗, ⃗𝑒𝑘⟩

= 𝑅𝑚𝑗𝑅𝑛𝑘𝛿𝑗𝑘

= 𝑅𝑚𝑗𝑅𝖳
𝑗𝑛

⇒ 𝑅𝑅𝖳 = 𝐼
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本体坐标系的变换

• 变换矩阵 𝑅 需要满足 𝑅𝑅𝖳 = 𝐼

1 = det(𝐼) = det(𝑅𝑅𝖳)

= det(𝑅) det(𝑅𝖳) = det(𝑅)2

⇒ det(𝑅) = ±1

• 满足要求的 𝑅 被分为了两类.

• 恒等变换位于 det(𝑅) = 1 的这一类。

• 群论中称 det(𝑅) = 1 的这一类变换为 SO(3)
群，描述的是 3维空间中的转动。

• 群论中称 det(𝑅) = ±1 的所有变换为 O(3) 群

det(𝑅) = 1 和 det(𝑅) = −1 的
两类变换差了一个空间反演。
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群的定义

群是满足下面条件的一个集合 𝐺 及 “乘法”：

1. 联合律：𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐 ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺

2. 存在单位元： 𝑎𝑒 = 𝑒𝑎 ∀𝑎 ∈ 𝐺

3. 存在逆元: ∀𝑎 ∈ 𝐺, ∃ 𝑎 s.t. 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 𝑒

非阿贝尔群：乘法不满足交换律， 𝑎𝑏 ≠ 𝑏𝑎
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转动的描述

刚体运动的位形空间 = 体坐标架的原点坐标 + 体坐标架的转动参数

{ ⃗𝑒𝑗} ⟶
𝑅

{ ⃗𝑒′
𝑗}

沿 𝑥, 𝑦, 𝑧 轴转动 𝜑 角度的转动矩阵为

𝑅𝑥 =
(
((
(1

0
0

0
cos 𝜑
sin 𝜑

0
− sin 𝜑
cos 𝜑 )

))
),

𝑅𝑦 =
(
((
( cos 𝜑

0
− sin 𝜑

0
1
0

sin 𝜑
0

cos 𝜑)
))
),

𝑅𝑧 =
(
((
(cos 𝜑

sin 𝜑
0

− sin 𝜑
cos 𝜑

0

0
0
1)
))
).

rotate(z:45deg)
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欧拉旋转定理

欧拉旋转定理：在三维空间中，任意的刚体转动都可以看成是绕着某一条定
轴转动一个角度 𝜑。这个定轴和转动角度是唯一的。

Proof:

det(𝑅 − 𝐼) = det(𝑅𝖳 − 𝐼) = det(𝑅𝖳(𝐼 − 𝑅))

= det(𝑅𝖳) det(𝐼 − 𝑅)
= det(𝐼 − 𝑅)

= (−1)3 det(𝑅 − 𝐼)

因此 det(𝑅 − 𝐼) = 0，所以 𝑅 有一个本征值为 1的本征矢 �⃗�。

体坐标架的转动参数 = 转动轴方向 �̂� 的 2个参数 + 转动角 𝜙 的 1个参数

• 合在一起，转动的轴-角表示可以通过转动矢量来描述

⃗𝜙 = 𝜙�̂�
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无穷小转动

• 无穷小转动

𝑅 = 𝐼 + 𝜀𝐾

• 正交矩阵的要求决定了 𝐾 一定是反对称矩阵：

𝑅𝑅𝖳 = 𝐼 ⟹ 𝐾𝖳 = −𝐾

• 三个反对称矩阵有多少个自由参数

𝐾 =
(
((
( 0

−𝜃3
𝜃2

𝜃3
0

−𝜃1

−𝜃2
𝜃1
0 )

))
)

• 任何反对称矩阵都可以写为以下三个矩阵的线性组合

𝐾1 =
(
((
(0

0
0

0
0
1

0
−1
0 )

))
), 𝐾2 =

(
((
( 0

0
−1

0
0
0

1
0
0)
))
), 𝐾3 =

(
((
(0

1
0

−1
0
0

0
0
0)
))
),

称 𝐾𝑗 为群的“生成元”
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定轴转动

• 沿着某一个定轴转动有限大小角度 𝜃 的转动矩阵怎么写？

• 设 𝜀 = 𝜃
𝑁， 𝑁很大

• 设无穷小转动为

𝑅( 𝜃
𝑁

) = (𝐼 + 𝜃
𝑁

𝐾)

⇒ 𝑅( 𝜃
𝑁

)
𝑁

= (𝐼 + 𝜃𝐾
𝑁

)
𝑁

• 求极限

𝑅 = lim
𝑁→∞

(𝐼 + 𝜃𝐾
𝑁

)
𝑁

= 𝑒𝜃𝐾 .

17 / 26



刚体运动之角速度



刚体运动之角速度

为了将动能 𝑇 = 1
2 ∫ 𝜌( ⃗𝑥) ̇⃗𝑥2 d ⃗𝑥 表示为相互独立的 6个广义速度的函数，需要知道

每个质点的速度。

• 条件：利用本体坐标架 { ⃗𝑒′
𝑗}

⃗𝑥(𝑡) = ⃗𝑟𝑐(𝑡) + ⃗𝑟(𝑡)
⃗𝑟(𝑡) = 𝑟𝑗 ⃗𝑒′

𝑗(𝑡) = 𝑟𝑗𝑅𝑗𝑘(𝑡) ⃗𝑒𝑘

̇⃗𝑟 = 𝑟𝑗
d ⃗𝑒′

𝑗

d𝑡
= 𝑟𝑗�̇�𝑗𝑘 ⃗𝑒𝑘 = 𝑟𝑗�̇�𝑗𝑘(𝑅−1)

𝑘𝑙
⃗𝑒′
𝑙

• 定义 𝐾 = �̇�𝑅−1，转动引起的本体坐标架基矢变化速度为

d ⃗𝑒′
𝑗

d𝑡
= 𝐾𝑗𝑙 ⃗𝑒′

𝑙

• 当前本体坐标架到下一时刻的本体坐标架的无穷小转动：

(𝑅 + d𝑅)𝑅−1 = 𝟙 + 𝐾 d𝑡

• 利用转动矩阵的性质 𝑅𝖳𝑅 = 𝟙，可知 𝐾 一定是一个反对称矩阵，可定义
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刚体运动之角速度

Ω𝑖 = 1
2
𝜀𝑖𝑗𝑘𝐾𝑗𝑘 和 Ω⃗ = Ω𝑖 ⃗𝑒′

𝑖

从而将 𝐾 表示为

𝐾 =
(
((
( 0

−Ω3
Ω2

Ω3
0

−Ω1

−Ω2
Ω1
0 )

))
) = Ω1𝐾1 + Ω2𝐾2 + Ω3𝐾3

• 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3 为转动的生成元，是反对称矩阵。

𝐾1 =
(
((
(0

0
0

0
0
1

0
−1
0 )

))
), 𝐾2 =

(
((
( 0

0
−1

0
0
0

1
0
0)
))
), 𝐾3 =

(
((
(0

1
0

−1
0
0

0
0
0)
))
).

• 位矢的变化率为

̇⃗𝑟 = 𝑟𝑗𝐾𝑗𝑙 ⃗𝑒′
𝑙 = ((𝐾𝖳)

𝑙𝑗
𝑟𝑗) ⃗𝑒′

𝑙

• 在本体坐标系中，位矢变化率的矢量表示为
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刚体运动之角速度

̇⃗𝑟 =
(
((
( 0

Ω3
−Ω2

−Ω3
0

Ω1

Ω2
−Ω1

0 )
))
)

(
((
(𝑟1

𝑟2
𝑟3)

))
) =

(
((
(Ω2𝑟3 − Ω3𝑟2

Ω3𝑟1 − Ω1𝑟3
Ω1𝑟2 − Ω2𝑟1)

))
)

= Ω⃗⏟
角速度

× ⃗𝑟

• 角速度对应的广义坐标

Ω⃗ = d ⃗𝜙
d𝑡

• 如果转动轴不随时间变化，则有

Ω⃗ = d𝜙
d𝑡

�̂�
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刚体运动之角速度

这是三维空间的特殊性，可以定义了一个矢量间的叉乘来表示质点速度

⃗𝑥 = ⃗𝑟𝑐 + ⃗𝑟 ⟹ ⃗𝑣 = ⃗𝑣𝑐 + Ω⃗ × ⃗𝑟

• 质点动能

1
2
𝑚 ⃗𝑣2 = 1

2
𝑚( ⃗𝑣𝑐 + Ω⃗ × ⃗𝑟)

2
= 1

2
𝑚 ⃗𝑣2

𝑐 + 1
2
𝑚(Ω⃗ × ⃗𝑟)

2
+ 𝑚 ⃗𝑣𝑐 ⋅ (Ω⃗ × ⃗𝑟)

• 总动能（对质点动能求和或者积分）

𝑇 = ⃗𝑣2
𝑐
2

∑
𝑗

𝑚𝑗
⏟

刚体总质量 𝑀

+ 1
2

∑
𝑗

𝑚𝑗(Ω⃗ × ⃗𝑟𝑗)
2

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑇rot

+ (∑
𝑗

𝑚𝑗 ⃗𝑟𝑗)
⏟⏟⏟⏟⏟

=0 为什么？

( ⃗𝑣𝑐 × Ω⃗)
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转动惯量

• 运用矢量运算规律 |𝑎 × 𝑏|2 = |𝑎|2 |𝑏|2 sin2 𝜑 和 |𝑎 ⋅ 𝑏|2 = |𝑎|2 |𝑏|2 cos2 𝜑，其中 𝜑
为这两个矢量的夹角，可得

| ⃗𝑎 × ⃗𝑏|2 = ⃗𝑎2 ⃗𝑏2 − ( ⃗𝑎 ⋅ ⃗𝑏)
2

= ⃗𝑏𝖳( ⃗𝑎2𝟙 − ⃗𝑎 ⃗𝑎𝖳) ⃗𝑏

于是有

𝑇rot = 1
2

∑
𝑙

𝑚𝑙(Ω⃗ × ⃗𝑟𝑙)
2

= 1
2
Ω⃗𝖳

[
[
[
[
[

∑
𝑙

𝑚𝑙( ⃗𝑟2
𝑙 𝟙 − ⃗𝑟𝑙 ⃗𝑟𝖳

𝑙 )
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

惯量张量 𝐼 ]
]
]
]
]

Ω⃗

= 1
2
Ω𝑗𝐼𝑗𝑘Ω𝑘

惯量张量的矩阵元为

𝐼𝑗𝑘 = ∑
𝑙

𝑚𝑙( ⃗𝑟2
𝑙 𝛿𝑗𝑘 − ⃗𝑟𝑙,𝑗 ⃗𝑟𝑙,𝑘)

连续版本

23 / 26



转动惯量

𝐼𝑗𝑘 = ∫ 𝜌( ⃗𝑟)( ⃗𝑟2𝛿𝑗𝑘 − ⃗𝑟𝑗 ⃗𝑟𝑘) d ⃗𝑟

• 惯量张量是刚体的特征量，和刚体的运动状态无关。

• 𝐼𝑗𝑘 可以进行对称化处理

• 对称的惯量张量可以被对角化，即在本体坐标系中选择恰当的基矢（主轴方向）
使

𝐼 =
(
((
(𝐼1

𝐼2
𝐼3)

))
)

• 如果 𝐼1 ≠ 𝐼2 ≠ 𝐼3，则称为非对称陀螺；否则，称为对称陀螺。

• 如果 𝐼1 = 𝐼2 = 𝐼3，则称为球陀螺。
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转动惯量的计算

𝐼𝑗𝑘 = ∫ 𝜌(𝒓)(𝒓2𝛿𝑗𝑘 − 𝒓𝑗𝒓𝑘) d𝒓

• 位于一条直线上的原子构成的分子

𝑟𝛼 = (0, 0, 𝑧𝛼)

𝐼1 = 𝐼2 = ∑
𝑙

𝑚𝛼(𝑧𝛼)2, 𝐼3 = 0
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角动量

• 角动量

𝐽𝑗 = 𝜕𝑇
𝜕Ω𝑗

= 𝐼𝑗𝑘Ω𝑘

• 角动量的方向和角速度的方向未必相等，除非角速度在主轴方向
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