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多自由度系统的简谐振动



多自由度的简谐振动

无耗散，无驱动，多自由度小振动：

𝐿 = 1
2
𝑀𝑖𝑗( ⃗𝑞) ̇𝑞𝑖 ̇𝑞𝑗 − 𝑉 ( ⃗𝑞)

≈ 1
2
𝑀𝑖𝑗 ̇𝑞𝑖 ̇𝑞𝑗 −

1
2
𝐾𝑖𝑗𝑞𝑖𝑞𝑗

• 平衡位置的势能取零

• 坐标原点放在平衡位置

• 𝑀𝑖𝑗 和 𝐾𝑖𝑗 都和坐标无关

矩阵乘法表示

𝐿 = 1
2
̇⃗𝑞𝖳𝑴 ̇⃗𝑞 −

1
2 ⃗𝑞𝖳𝑲 ⃗𝑞

• 𝑴  和 𝑲 为实数对称矩阵。为什么对称？
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多自由度的简谐振动

运动方程

𝑀𝑖𝑗 ̈𝑞𝑗 +𝐾𝑖𝑗𝑞𝑗 = 0 ∀ 𝑖

⟺𝑴 ̈⃗𝑞 +𝑲 ⃗𝑞 = 0

试探解 ⃗𝑞(𝑡) = ⃗𝜂𝑒𝑖𝜔𝑡

(𝑲 − 𝜔2𝑴) ⃗𝜂𝑒𝑖𝜔𝑡 = 0

• 问题：如何找到满足要求的 𝜔 和 ⃗𝜂？

• 线性方程组 (𝑲 − 𝜔2𝑴) ⃗𝜂 = 0 有解的条件为

det(𝑲 − 𝜔2𝑴) = 0

• 被称为久期方程，从中解出 𝜔2，然后再从线性方程组解出 ⃗𝜂

• 这是线性代数中的本征值和本征矢量的问题，求得 𝜔2 和 ⃗𝜂 的值。

• 本征频率、简正模式的意义。
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从简正模式到简正坐标

最简单的多自由度简谐振动是

𝐿 =∑
𝑖
(1
2
𝑚𝑖 ̇𝑥2𝑖 −

1
2
𝑘𝑖𝑥2𝑖).

特点：没有耦合

𝑀 =
(
((
(𝑚1

𝑚2
⋱)
))
), 𝐾 =

(
((
(𝑘1 𝑘2

⋱)
))
).

久期方程

det(𝐾 − 𝜔2𝑀) =∏
𝑖
(𝑘𝑖 − 𝜔2𝑚𝑖) = 0

满足条件的本征频率为 𝜔𝑖 = √𝑘𝑖/𝑚𝑖，此时简正模式非常简单，为标准基：

⃗𝜂𝑖 = ⃗𝑒𝑖
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从简正模式到简正坐标

简正模式各坐标同频率一起振动；简正坐标是单个坐标在振动。

对于多自由度简谐振动的拉格朗日量 𝐿 = 1
2
̇⃗𝑞𝖳𝑴 ̇⃗𝑞 − 1

2 ⃗𝑞𝖳𝑲 ⃗𝑞, 找到一组广义坐
标 ⃗𝑞 = 𝐴𝑄⃗ 使得拉格朗日量“解耦”为

𝐿 =∑
𝑛

𝑖=1

1
2
(𝑄̇2

𝑖 − 𝜔2𝑖𝑄2
𝑖 )

• 矩阵 𝐴 不依赖于动力学变量是时间 𝑡，完全由 𝑀  和 𝐾 决定. 因此，广义速度为

̇⃗𝑞 = 𝐴 ̇𝑄⃗

• 代入拉氏量得

𝐿 = 1
2

̇𝑄⃗𝖳𝐴𝖳𝑴𝐴⏟
𝑀′

̇𝑄⃗ − 1
2
𝑄⃗𝖳 𝐴𝖳𝑲𝐴⏟

𝐴′

𝑄⃗

• “解耦” 的意思是将 𝑀 ′ 和 𝐴′ 同时对角化.

• 正交变换在一般情形下无法同时对角化两个矩阵
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从简正模式到简正坐标

观察：

𝐿 = 1
2

̇𝑄⃗𝖳𝐴𝖳𝑴𝐴⏟
𝑀′

̇𝑄⃗ − 1
2
𝑄⃗𝖳 𝐴𝖳𝑲𝐴⏟

𝐴′

𝑄⃗

• 令 𝑶 为任意正交矩阵（𝑶𝖳𝑶 = 𝑰）

𝐴 = 𝑀−1
2𝑂⟹𝑀 ′ = 𝑂𝖳𝑀−1

2𝑀𝑀−1
2⏟⏟⏟⏟⏟

𝐼

𝑂 = 𝑂𝖳𝑂 = 𝐼

• 该类变换不仅能让动能项“解耦”，而且让 𝑀 ′ 为单位矩阵， 即

𝑇 = 1
2

̇𝑄⃗𝖳 ̇𝑄⃗.

• 注意：矩阵 𝑀 1
2  的定义是满足 𝑋2 = 𝑀  的半正定矩阵 𝑋，并不是所有矩

阵元开根号！

• 𝑀−1
2  是 𝑀 1

2  的逆矩阵。
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简正坐标

一般系统，除非所有广义速度都为零，总动能 𝑇 = 1
2
̇⃗𝑞𝖳𝑴 ̇⃗𝑞 都是正定的。 这

意味着动能项中的系数矩阵 𝑴  是完全正定矩阵。 因此，𝑀 1
2  是可逆矩阵，

记它的逆矩阵为 𝑀−1
2 .

势能项变为

𝑉 = 1
2 ⃗𝑞𝖳𝑲 ⃗𝑞

= 1
2
𝑄⃗𝖳 𝑶𝑀−1

2𝐾𝑀−1
2𝑶𝖳⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

对角化diag(𝜔2
1,𝜔2

2,…,𝜔2
𝑛)

𝑄⃗

• 𝑂 的作用是对角化 𝑀−1
2𝐾𝑀−1

2

任何一个实对称矩阵总可以通过一个正交变换将其对角化。

𝐿 =∑
𝑛

𝑖=1

1
2
(𝑄̇2

𝑖 − 𝜔2𝑖𝑄2
𝑖 )
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简正坐标

解耦拉格朗日量：找一个模态矩阵 𝑨 ( ⃗𝑞 = 𝑨𝑄⃗) 使得

𝑨𝖳𝑴𝑨 = 𝑰
𝑨𝖳𝑲𝑨 = diag(𝜔21,…, 𝜔2𝑛),

多自由度简谐振动问题最终归结于简正模式 𝑄𝑖 和本征频率 𝜔𝑖 的求解。

𝐿 =∑
𝑛

𝑖=1

1
2
(𝑄̇2

𝑖 − 𝜔2𝑖𝑄2
𝑖 )

• 对于简正坐标，通解为

𝑄𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖𝑒𝑖𝜔𝑖𝑡 + 𝑐.𝑐.

• 通过模态矩阵可以变换到原坐标：

𝑞𝑗(𝑡) =∑
𝑖
𝐴𝑗𝑖𝑄𝑖(𝑡) =∑

𝑖
𝐴𝑗𝑖(𝑎𝑖𝑒𝑖𝜔𝑖𝑡 + 𝑐.𝑐.)
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手算多自由度简谐振动的步骤

1. 从方程 det(𝜔2𝑀 −𝐾) = 0 中求出本征值 𝜔2𝑖 .

2. 根据每个本征值从方程 (𝜔2𝑖𝑀 −𝐾) ⃗𝜂𝑖 = 0 求出简正模式 ⃗𝜂𝑖.

如何求模态矩阵？

• 模态矩阵将标准基矢 ⃗𝑒𝑖 变换为简正模式 ⃗𝜂𝑖，因此

𝐴 = ( ⃗𝜉1 ⃗𝜉2 …)

其中 ⃗𝜉𝑖 正比于 ⃗𝜂𝑖
• 需要满足：

𝐴𝖳𝑀𝐴 =
(
((
(1 1

⋱)
))
), 𝐴𝖳𝐾𝐴 =

(
(((
(𝜔

2
1
𝜔22

⋱)
)))
)

⟺ ⃗𝜉𝖳𝑖 𝑀 ⃗𝜉𝑗 = 𝛿𝑖𝑗, ⃗𝜉𝖳𝑖 𝐾 ⃗𝜉𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜔2𝑖
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手算多自由度简谐振动的步骤

• 利用

(𝜔2𝑖𝑀 −𝐾) ⃗𝜂𝑖 = 0
⃗𝜂𝖳𝑗 (𝜔2𝑗𝑀 −𝐾) = 0
⃗𝜂𝖳𝑗𝐾 ⃗𝜂𝑖 − ⃗𝜂𝖳𝑖 𝐾 ⃗𝜂𝑗 = 0}}

}}
}}
}

⟹ (𝜔2𝑖 − 𝜔2𝑗) ⃗𝜂𝖳𝑖 𝑀 ⃗𝜂𝑗 = 0

• 当 𝜔𝑖 ≠ 𝜔𝑗 时，必有

⃗𝜂𝖳𝑖 𝑀 ⃗𝜂𝑗 ∝ 𝛿𝑖𝑗

• 归一化为 ⃗𝜉𝖳𝑖 𝑀 ⃗𝜉𝑗 = 𝛿𝑖𝑗，可得

0 = ⃗𝜉𝖳𝑖 (𝜔2𝑖𝑀 −𝐾) ⃗𝜉𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜔2𝑖 − ⃗𝜉𝖳𝑖 𝐾 ⃗𝜉𝑖 ⟹ ⃗𝜉𝖳𝑖 𝐾 ⃗𝜉𝑖 = 𝛿𝑖𝑗𝜔2𝑖
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计算机程序求解多自由度简谐振动的步骤

𝐿 = 1
2
̇⃗𝑞𝖳𝑴 ̇⃗𝑞 −

1
2 ⃗𝑞𝖳𝑲 ⃗𝑞

• 求解矩阵 𝑴 1
2  和 𝑴−1

2 .

• 计算矩阵 𝑲 =𝑴−1
2𝑲𝑴−1

2，求其本征值 𝜆𝑖 = 𝜔2𝑖， 本征态 ⃗𝛽𝑖.

• 使 𝑂𝖳𝑲𝑂 对角化的正交矩阵为

𝑂 = ( ⃗𝛽1 ⃗𝛽2 …)

• 模态矩阵：

𝑨 =𝑴−1
2𝑶

• 简正坐标： 𝑄⃗ = 𝑨−1 ⃗𝑞
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分子振动的对称情况

对称性总是能够给我们带来便利。要善于利用对称性来分析问题。

苯环分子
 

一维链

𝐿 =∑
𝑁

𝑛=1

𝑚
2 ̇𝑥2𝑛 −

𝑘
2
∑
𝑁

𝑛=1
[(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)

2]

• 广义坐标 𝑥𝑛 是第 𝑛 个质点偏离其平衡的位移。

• 如果是环，则使用周期性边界条件 𝑥𝑁+𝑛 = 𝑥𝑛
• 运动方程

̈𝑥𝑛 =
𝑘
𝑚
(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛)
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求解运动方程

运动方程

̈𝑥𝑛 =
𝑘
𝑚
(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛)

问题：求系统的本征频率
 
特殊性：系统具有指标的“轮换不变性”

1

2 3

4

56  

⇒

 

2

3 4

5

61

• 如果 ⃗𝑥(𝑡) ≔ (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡),…, 𝑥𝑁(𝑡)) 是运动
方程的简正模式，那么分量轮换后也是。

• 不简并的情况， ⃗𝑥 是轮换操作本征态。简
并情况，总可以选择轮换本征态作为解。

• 轮换操作 𝑆 的本征矢量 ⃗𝑦 满足 𝑆 ⃗𝑦 = 𝑠 ⃗𝑦

• 周期性边界条件： 𝑠𝑁 = 1 ⇒ 𝑠 = 𝑒𝑖𝑝, 其中
𝑁𝑝 是 2𝜋 的整数倍，𝑝 = 2𝜋ℓ/𝑁 .
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求解运动方程

• 3 格点的例子 (𝑒3𝑖𝑝 = 1)

(
((
(𝑒𝑖𝑝
𝑒2𝑖𝑝
𝑒3𝑖𝑝)

))
)→

(
((
(𝑒

2𝑖𝑝

𝑒3𝑖𝑝
𝑒𝑖𝑝)

))
) = 𝑒𝑖𝑝

(
((
(𝑒𝑖𝑝
𝑒2𝑖𝑝
𝑒3𝑖𝑝)

))
)

• 试探解

𝑥𝑛(𝑡) = 𝐴𝑒−𝑖𝜔𝑡+𝑖𝑝𝑛

• 思考：𝑒𝑖𝑝𝑛 的含义？𝐴 为什么与 𝑛 无关？

• 代入运动方程 ̈𝑥𝑛 = 𝜔20(𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛)，其中 𝜔0 = √𝑘/𝑚，可得

𝜔2 = 2𝜔20(1 − cos(𝑝)) = 2𝜔20(1 − cos(2𝜋ℓ
𝑁

))

其中 ℓ = ±2,±1, 0, 3.

• 本征频率的简并发生在

cos(2𝜋ℓ
𝑁

) = cos(2𝜋ℓ
′

𝑁
)
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非谐效应（非线性振子）



非谐效应的拉格朗日量

• 可能的非线性项

𝐿 = 1
2
(𝑀𝑖𝑗 ̇𝑥𝑖 ̇𝑥𝑗 −𝐾𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

谐振项 𝐿0

+ 1
2
𝑁𝑖𝑗𝑘 ̇𝑥𝑖 ̇𝑥𝑗𝑥𝑘 −

1
3
𝐿𝑖𝑗𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑘⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

非谐项 𝐿′

• 可以使用谐振项的简正坐标来表示拉格朗日量

𝐿 =∑ 1
2
(𝑄̇2

𝛼 − 𝜔2𝛼𝑄2
𝛼) +

1
2
𝜆𝛼𝛽𝛾𝑄̇𝛼𝑄̇𝛽𝑄𝛾 −

1
3
𝜇𝛼𝛽𝛾𝑄𝛼𝑄𝛽𝑄𝛾

其中系数 𝜆𝛼𝛽𝛾  关于前两个指标是对称的，系数 𝜇𝛼𝛽𝛾  关于所有指标都是对称
的。

• 为什么？
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非谐效应的处理方法

将 𝐿 = 𝐿0 + 𝐿′ 代入欧拉拉格朗日方程 dd𝑡
𝜕𝐿
𝜕𝑄̇𝛼

− 𝜕𝐿
𝜕𝑄𝛼

= 0 可得

̈𝑄𝛼 + 𝜔2𝛼𝑄𝛼 = 𝑓𝛼(𝑄, 𝑄̇, 𝑄̈)

其中 𝑓𝛼 是二次齐次函数，包含了 𝑄, 𝑄̇ 和 𝑄̈ 的各种可能二次项，而坐标是这些量
的一次项。

• 假设非线性项是微扰：

𝑄𝛼(𝑡) = 𝑄(0)
𝛼 (𝑡) + 𝑄(1)

𝛼 (𝑡) + 𝑄(2)
𝛼 (𝑡) + …

• 根据非线性的运动方程中关于 𝑄, 𝑄̇ 和 𝑄̈ 的次数关系，可以逐阶来求解。
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