
量子信息基础讲义（2024）

V 量子精密测量

量子信息的另一个重要的应用是量子精密测量。 量子精密测量和量子传感技术融合
在一起，旨在利用量子力学原理来提高测量精度。 量子传感通过量子态和待测（经典）
物理量之间的耦合，将待测物理量的信息传感到量子态上，然后利用量子精密测量来实
现对物理参数的更高精度探测。 系统中的噪声会导致测量误差，令测量的精度受限。 测
量结果中的随机性决定了测量的精度。 和经典无噪声情况不同，量子测量产生结果的机
制本身就是随机的。 因此，即使在完全消除技术噪声的理想情况下，测量精度也会受到
量子测量本身随机性的限制。 但是，在另一方面，系统的量子特性也可以被用来提高测
量的精度，甚至可以被用来超越经典的精度极限。

量子系统中的信息最终体现在实验数据中。 需要把实验数据和理论模型相联系，才
能从实验数据中推断理论模型中的一些概念要素。 在量子力学中，量子期望值和实验平
均值之间的联系正扮演了这样的一个桥梁作用。 假设在量子态ÿ |𝜓⟩ 的系统上对可观测
量 𝐴 进行测量，将测量结果记作 𝑎。 测量结果的期望值等于可观测量 𝐴 在量子态 |𝜓⟩ 上
的量子期望值 ⟨𝜓|𝐴|𝜓⟩，即

𝔼[𝑎] = ∑
𝑎

𝑎𝑝(𝑎) = ⟨𝜓|𝐴|𝜓⟩. (1)

在实验研究中，ÿ了获得测量结果的期望值 𝔼[𝑎]，需要将实验重复多次，然后求得样本
平均：

𝑆𝑛 =
1
𝑛
∑
𝑛

𝑗=1
𝑎𝑗, (2)

其中 𝑛 是样本数量（即实验的重复次数）。当样本数量趋于无穷时，样本平均才等于理论
期望值，即

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝔼[𝑎]. (3)

在有限样本的情况下，样本平均值存在统计误差。我们可以通过 𝑆𝑛 的标准差来分析样
本平均在统计误差下的不确定度。 通过计算可得样本均值 𝑆𝑛 的标准差ÿ

𝜎(𝑆𝑛) = √𝔼[𝑆2
𝑛] − 𝔼[𝑆𝑛]

2 =
√𝔼[𝑎2] − 𝔼[𝑎]2

√
𝑛

=
Δ𝐴
√
𝑛
, (4)

其中 Δ𝐴 ≔ √⟨𝜓|𝐴2 |𝜓⟩ − ⟨𝜓|𝐴|𝜓⟩2 是可观测量 𝐴 在量子态 |𝜓⟩ 上的涨落。 综上所述，
我们可以通过重复实验，从测量结果的样本均值去推断可观测的量子期望值。 它的不确
定度随着样本数量 𝑛 的增加以 1/√𝑛 的标度在减小。 接下来，我们会介绍测量结果的不
确定度将会如何影响量子精密测量。
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V.1 测量不确定度的量子极限

在量子精密测量问题中，我们感兴趣的通常是量子系统状态中某些未知参数的值。
例如，在原子磁强计中原子极化状态依赖于外部磁场，该磁场强度是我们感兴趣的参数。
将依赖于参数 𝜃 的量子态记作 |𝜓𝜃⟩，可观测量 𝐴 的量子期望值 ⟨𝐴⟩𝜃 ≡ ⟨𝜓𝜃|𝐴|𝜓𝜃⟩ 依赖于
参数的真实值。 那么，我们可以通过重复实验测量 𝐴 的期望值，然后根据其与参数的关
系反推出未知参数 𝜃 的值。 根据上一小节，已知用样本均值 𝑆𝑛 去推断量子期望值时的
统计误差不确定度ÿ 𝜎(𝑆𝑛) = (Δ𝐴)/

√
𝑛。 当统计误差很小时，可以把函数做线性化近

似，因此量子期望值的测量不确定度 𝜎(𝑆𝑛) 和参数 𝜃 的估计不确定度 𝛿𝜃 之间成正比关
系，比例系数ÿ |d⟨𝐴⟩𝜃

d𝜃 |。 于是，我们有

𝛿𝜃 ≈
1
√
𝑛

Δ𝐴
| dd𝜃⟨𝐴⟩𝜃|

. (5)

接下来，考虑一种最简单的量子传感的情况：参数通过幺正演化进入到量子态中。 此时，
感知信号后的量子态可以表示ÿ |𝜓𝜃⟩ = exp(−𝑖𝜃𝐻)|𝜓⟩, 其中 𝐻  是一个厄米算符，|𝜓⟩ 表
示系统的初态。 对于这类情况，有

d⟨𝐴⟩𝜃
d𝜃

= ⟨𝜓|
d
d𝜃

(𝑒𝑖𝜃𝐻𝐴𝑒−𝑖𝜃𝐻)|𝜓⟩

= ⟨𝜓|𝑒𝑖𝜃𝐻𝑖[𝐻,𝐴]𝑒−𝑖𝜃𝐻|𝜓⟩

= 𝑖⟨𝜓𝜃|[𝐻,𝐴]|𝜓𝜃⟩.

(6)

应用海森堡（Heisenberg）不确定关系，有

(Δ𝐴)(Δ𝐻) ≥
1
2
|⟨𝜓𝜃|[𝐻,𝐴]|𝜓𝜃⟩|, (7)

其中 Δ𝐴 和 Δ𝐻  分别是厄米算符 𝐴 和 𝐻  在量子态 |𝜓𝜃⟩ 上的涨落。 于是，可得不等式

𝛿𝜃 =
1
√
𝑛

Δ𝐴
| d
d𝜃⟨𝐴⟩𝜃|

≥
1

2
√
𝑛Δ𝐻

. (8)

注意该不等式的右边和选择的可观测量 𝐴 无关，它给出了所有测量下误差 𝛿𝜃 必须˿循
的下界。 因此，我们可以根据该不等式来研究优化测量下估计误差的精度极限。 同时，
因ÿ算符 𝑒−𝑖𝜃𝐻  和 𝐻  是可对易的，所以 Δ𝐻  可以表示ÿ 𝐻  在初态 |𝜓⟩ 上的涨落。 于
是，可以从增大 Δ𝐻  的角度去对感知参数信息的初态进行最优化。 关于更一般传感机制
下估计误差精度极限的讨论，可以由量子参数估计理论来进行分析，在此不做赘述。
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V.2 量子压缩在精密测量中的应用

从上述内容中可知，我们能够通过量子态的调控和量子测量的选择来优化提高测量
精度。 其中的一种重要方法是利用压缩态来抑制测量噪声。 1976 年 Yuen 预言压缩光能
够给精密测量比经典光带来优越性。 1981 年 Caves 提出基于压缩光的马赫（Mach）-曾
德（Zehnder）干涉仪增强相位测量的方案。 1980 年代后期，Slusher 等、Shelby 等以及
吴令安等分别利用四波混频率、光纤以及光学参量振荡实现了光场压缩态。

我们在这里对压缩态做一个简单介绍。 考虑一维粒子的波函数。根据量子力学中的
正则对易关系，该粒子的位置 𝑄 和动量 𝑃  的涨落必须˿从海森堡（Heisenberg）不确定
关系：

(Δ𝑄)(Δ𝑃) ≥
ℏ
2
. (9)

使上述不等式中等号成立的同时，如果要进一步减小 Δ𝑄 的值，则势必会伴随着另一项
Δ𝑃  的增大。 这样的一个过程，被形象地称ÿ“压缩”。 在量子光学中，光场被分解成不
同模式的叠加。 每一个模式都可被视ÿ一维谐振子，可以通过两个满足正则对易关系的
正交分量来描述。 对于真空态来说，这两个正交分量也都存在各自的涨落，会以噪声的
形式影响到后续的观测。 在干涉仪中，正是通过压缩关键正交分量的涨落来实现更好的
测量精度。 引力波观测站就是一个大型（单臂长约 4 千米）的迈克尔逊（Michelson）干
涉仪（见 Figure 15 ）。 它的原理如 Figure 16 所示，通过干涉仪对两臂光程差的精密测
量，来探测引力波事件所造成的时空微小扰动。 2016 年，LIGO 和 Virgo 引力波观测站
合作，首次直接观测到引力波。 巴里什（Barish）、索恩（Thorne）和魏斯（Weiss）因领
导此项工作而荣获 2017 年诺贝尔物理学奖。 2019 年，引力波观测站 LIGO 和 VIRGO 成
功利用压缩光显著地增加了引力波事件被观测到的频次。

Figure 15: 引力波观测站（Hanford）外貌。照片来自 Caltech/MIT/LIGO Lab。
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Figure 16: 引力波观测站原理示意图。

V.3 量子纠缠在精密测量中的应用

除了量子压缩外，量子纠缠也是一种可以实现量子增强精密测量的重要资源。 2006
年，Giovannetti 等 [2] 给出了一个纠缠增强精密测量的分析框架。 我们在此做简单介绍。
从不等式 𝛿𝜃 ≥ 1/(2

√
𝑛Δ𝐻) 可以看出，对于 |𝜓𝜃⟩ = 𝑒−𝑖𝜃𝐻 |𝜓⟩这类的信号感知与估计问

题，可以优化初态 |𝜓⟩ 使得 Δ𝐻  尽可能大。 这样的初态，对于信号感知的敏感度最大。
对于有限维系统，使 Δ𝐻  最大的初始态ÿ

|𝜓⟩ =
1
√
2
(|𝜆𝑀⟩ + |𝜆𝑚⟩), (10)

其中 |𝜆𝑀⟩ 和 |𝜆𝑚⟩ 分别是 𝐻  的最大本征值和最小本征值所对应的本征态。 在该初始态
上计算可得

Δ𝐻 =
𝜆𝑀 − 𝜆𝑚

2
. (11)

ÿ了证明该结论，可以设初态ÿ |𝜓⟩ = ∑
𝑗
𝑐𝑗|𝜆𝑗⟩，其中 |𝜆𝑗⟩ 是 𝐻  的本征值ÿ 𝜆𝑗 的本征

态。 于是可得

(Δ𝐻)2 = ∑
𝑗
|𝑐𝑗|2 (𝜆𝑗 − ⟨𝐻⟩)2 (12)

假设我们有多个相同的量子传感器可以同时使用，每个传感器可以通过对量子态做一个
幺正操作 𝑈𝜃 = 𝑒−𝑖𝜃𝐻来将待测量的信号参数 𝜃 的信息引入到传感器的量子态上。 我们可
以将多个传感器“捆绑”在一起看做是一个复合传感器，如图 16(a) 所示。 那么，复合传感
器的传感操作ÿ整体 Hilbert 空间上的幺正操作exp(−𝑖𝜃𝐻totÿl)，其中 𝐻totÿl = ∑

𝑗
𝐻𝑗是每

个传感器的幺正操作生成元。如果每个传感器的初始态被设置ÿ各自的最优态，那么 𝐻
的涨落ÿ

Δ𝐻 = √∑
𝑗𝑘

(⟨𝐻𝑗𝐻𝑘⟩ − ⟨𝐻𝑗⟩⟨𝐻𝑘⟩) =
√𝑁(𝜆𝑀 − 𝜆𝑚)

2
. (13)
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因此，独立传感下给出的误差下界𝛿𝜃 ≥ 1/[
√
𝑛𝑁(𝜆𝑀 − 𝜆𝑚)]。 注意，这里 𝑛 是实验重

复的次数，𝑁  是每一次实验中同时工作的传感器数目。

|𝜓⟩ 𝑈𝜃

|𝜓⟩ 𝑈𝜃

|𝜓⟩ 𝑈𝜃

𝑈𝜃

𝑈𝜃

𝑈𝜃{
{
{
{
{
{
{

|Ψ⟩ 纠缠

Figure 17: 左：独立传感下的测量方案；右：纠缠增强的测量方案。
接下来，考虑各传感器的初始态允许纠缠的情况，如 Figure 17 右图，那么根据上面的结
论，最优的初始态应该是整体生成元 𝐻  的最大本征值和最小本征值所对应的本征态的叠
加态。 𝐻  取最大本征值的情况对应于每个传感器上的量子态都处在其最大本征值所对应
的本征态上，即 |𝜆𝑀⟩ ⊗ |𝜆𝑀⟩ ⊗…⊗ |𝜆𝑀⟩； 类似地， 𝐻  取最小本征值的量子态ÿ |𝜆𝑚⟩ ⊗

|𝜆𝑚⟩ ⊗ …⊗ |𝜆𝑚⟩。 该情况下，H 的涨落ÿ

Δ𝐻 =
𝑁(𝜆𝑀 − 𝜆𝑚)

2
. (14)

对比于独立传感下的误差下界，纠缠增强情况下的误差下界ÿ 𝛿𝜃 ≥ 1/[𝑁
√
𝑛(𝜆𝑀 −

𝜆𝑚)]。 重点注意两种情况下对于 N 的不同标度。可以看出当 N 较大时，纠缠带来的精
度提升非常可观。进一步地，通过计算

𝑋 = |𝜆𝑀⟩⟨𝜆𝑚 | + |𝜆𝑚⟩⟨𝜆𝑀 | (15)

的涨落和误差传播因子，可以确认纠缠增强情况下的误差下界是可以被上述可观测达到
的。
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